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2Ba§ bctoeiäbar ift, \oü in ber SBifjenjd^aft ni(i^t ol^nc Setoeiä 
geglaubt »erben, ©o einleud^tenb bieje gorberung erfd^eint, fo ift 
pe bo(J^, wie i^ glaube, felbft bei ber Segrünbung ber einfaiä^jlen 
SBijfenfd^aft, nämlid^ begjenigen Sl^eileS ber Sogif, ml(i)n bie Seigre 
t)on ben 3a]^Ien bel^anbelt, au^ mä) ben neueften 2)arftenungen *) 
no^ feine§tt)eg§ al3 erfüllt anjufel^en. 3nbem id^ bie ^Iritl^metit 
(Sllgebra, 3lnol9fi§) nur einen X^eil ber Sogil nenne, fpreiä^e \6) 
fd^on au§, ba^ iä) ben 3ö^lbegrijf für gänjlid^ unobl^öngig öon 
ben Sßorfteüungen ober Slnjc^ouungen be§ Slaumeä unb ber 3^it 
ba^ \i) \f)n öielmel^r für einen unmittelbaren 3lu§flufe ber reinen 
5)enfgefe^e l^alte. SJletne ^auptantwort auf bie im Xitel biefer 
©d^rift gefteüte grage lautet: bie 3ö^I^" \^^^ f^^i^ ©d^öpfungen 



*) 3Uon ben mir befanut öetoorbcncn Sdffriftcn crioöl^ne id^ ba§ öerbicnft-» 
öoüe ßel^rbudi ber ^Iritldmctif unb ^llgcbra öon @. 8d^röbcr («etpaig , 1873), 
in toeld^em man aui^ ein ü^iteraturbetjetd^m^ ftnbet, unb au^erbem bie W)^ 
l^anblungen bon ^ronecfer unb bon ^elm^ol^ über ben 3<i^l^^9Yiff unb über 
Sä^^n unb ^Keffen (in ber ©ommlung ber on 6. 3fßcr gerid^tetcn pl^ilojo^ 
^j^i^en ?lufjä^e, 2e\pm 1887). ^aS ^rjd^einen biejcr ^Ibl^onblungen ift bie 
Seranlaffung, neld^e mi^) bemogen l^at, nun au4 ntit meiner, in monci^er 
^ejiel^ung äl^nli^en, aber bur^ il^te ^egrünbung bo4 iDejentli^ berfd^iebenen 
^uffaffung l^erborjulrcten , bie id^ mir feit öielen Solaren unb o§ne Jebe ^t^ 
einfluffung bon irgenb ttel^er 6eite gebilbet ^aU, 
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beS menjc^Iic^en (Scifteö, fic bienen al§ ein 3JlitteI, um bie SSct» 
jc^iebenl^cit bcr 2)ingc leidster unb fc^ärfer aufjufaffcn. 3)urd^ bcn 
rein logifc^cn 3lufbaii ber ^af)Un «2ßiffenf(^Qft unb \>\xxä) bQ§ in i^r 
getüonncne ftctigc !^a^Un ^^dä) finb mir erft in ben ©tanb gejc^t, 
unjerc SSorfteKungen üon Siaum unb 3^** 9^"<JW ju unterfu(^en, 
inbem mir biejelben auf biefe§ in unferem ©eifte gejd^affene Sal^Ien« 
9teic^ bcjiefien*). SJerfolgt man genau, ma§ mir bei bem 3ö^Ien 
ber 5Jlenge ober ^Injal^I üon fingen t^un , . jo mirb man auf bie 
S3etra(i^tung ber gäl^igfeit be§ ©eifteS gefül^rt, 3)inge auf 5)inge ju 
bejiel^en, einem S)inge ein 2)ing entfpre(|en ju laffen, ober ein SDing 
inxä) ein S)ing absubilben, ol^ne mel(j^e gä^igfeit überl^aupt lein 
Genien möglid^ ift. Stuf biefer einzigen, an^ fonft ganj unentbe^r» 
li(]^en ©runblage mufe nadö meiner 2lnfi(3^t, mie ic^ anä) jd^on bei 
einer 3lnfünbigung ber öorliegenben ©d^rift auSgefpro(j^en l^abe**), 
bie gefammte SBiffcnfc^aft ber !^af)\m errichtet merben. 3)ie^ 31bfi(j^t 
einer fold^en 2)arftcflung l^abe xäj fci^on dor ber |)erau§gabe meiner 
Sd^rift über bie ©tetigfeit gefaxt, aber erft nad^ grfd^einen ber» 
felben, unb mit Dielen Unterbred^ungen , bie burd^ gefteigerte ^(mtS» 
gefd^äfte unb anbere notl^menbige 9lrbeiten üeranlafet mürben, l^abe 
id^ in ben 3a^ren 1872 bis 1878 auf menigen Slättem einen 
erften ßntmurf auf gejd^rieben , meldten bann mel^rerc ^Jlatl^ematüer 
eingefel^en unb t^eilmeife mit mir befprod^en l^abem 6r trägt ben* 
felben 3:itel unb enthält, menn a\x6) ni^t auf baS Sefte georbnet, 
bo4) alle mefentlid^en ©runbgebanfen meiner öorliegenben ©d^rift, 
bie nur beren forgfältige SluSfü^rung giebt ; al§ fold^e ^auptpuncte 
ermöl&ne id^ ^ier bie jd^arfe Unterjc^eibung beS gnblid^en bom 
Unenblid^en (64), ben Segriff ber ^Inja^l bon Singen (161), 
ben 9iad^meiö, ba^ bie unter bem 5lamen ber Doflftönbigen 3nbuc* 



*) SSergl. §. 3 meiner ©djirtft : ©tetigfeit unb itrationole Sal^lcn 
(93raunJ(^tt)ei0, 1872). 

*♦) ®iri(i^let'§ SJorlejungcn über 3a^Ient^eorie , brittc «uflage, 1879, 
§. 163, Unmextunq auf 6. 470. 
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tion (pber beS @(|luffe§ Dön w nuf n + 1) belonntcSBetoeiöart 
mit!Ii(i^ bctüciöhöftig (59, 60/ 30), unb ba$ ou^ bie 2)eftmtion 
hnxä) Sttbuclion (ober fRecurfion) bcftimmt unb wibct^prud^Sfrci 
ift (126). 

®ic{e ©(i^rift fann lieber oerftd^en, loeld^cr 35oS kfi^t, tt)08 
man ben gefunben 5Kcnjd^enöetftanb nennt; p^ilofopl&ifd^e ober 
matj^ematijd^e ©(ä^ulfenntnifje finb baja m(j()t im ©eringften er- 
forberlic^. 2lber id^ tt)eig fe^r mol^U ba^ gor aWon^er in ben 
jt^attenl^aften ©eftalteh, bie ic^ i^m öorfü^re, feine S^^Ien, bie il^n 
qI§ treue unb Dertraute gfreunbe imi) ha% gonje Seben begleitet 
l^aben, laum miebererfennen mag; er mirb bur(]^ bie lange, ber 
Sefd^affenl^eit unjereö treppen « 3}erftanbe§ entjpre(j(|enbe SReil^e öon 
einfod^en ©d^lüffen, burc^ bie nüd^terne 3^^9li^berung ber ©ebanfen« 
reiben, auf benen bie ©efe^e ber ^af)\m bnui)tn , abgejd^redtt unb 
ungebulbig barüber merben, Semeije für SBal^rl^eiten verfolgen ju 
foßen, bie il^m nac^ feiner öermeintlidien inneren Snfc^auung öon 
bornl^erein einleuc^tenb unb gemiß erf(^einen. ^S) erblide bagegeu 
gerabe in ber 2JJögli(^feit, folc^e SSßai^r^eiten auf anbere, einfaii^ere 
jurüdfjufül^ren, mag bie Sieil^e ber ©(i^Iüffe nod^ fo lang unb fd^ein- 
bar fünfllid^ fein, einen überjeugenben Sett)ei§ bafür, ba^ il^r S3efi^ 
ober ber ßJlaube an fie niemals unmittelbar burd^ innere 9ln« 
fd^auung gegeben, fonbcrn immer nur burd^ eine mel^r ober meniger 
öollftänbige SBieberl^olung ber einjelnen ©d^Iüffe ermorben ip. 3d^ 
möd^te biefe, ber ©d^nefligfeit i^rer 2lu§fü^rung megen fd^wer ju 
öerfolgenbe S)enltl^ätig!eit mit berjenigen Dergleid^en, meld^e^ein öoü» 
!ommen geübter Sefer beim fiefen »errietet; aud| biefeS Sefen bleibt 
immer eine me^r ober meniger öollflänbige SBieberl^olung ber ein» 
jelnen ©dfiritte, meldte ber Anfänger bei bem muffeligen Sud^ftabiren 
au§äufü^ren l^at; ein fe^r Heiner Stl^eit berfelben, unb beg^alb eine 
fel^r Heine Slrbeit ober 9lnftrengung be§ ©eifteS reid()t aber für ben 
geübten Sefer fd&on au§, um baS rid^tige, malere SBort ju erletinen, 
freilid^ nur mit fe^r großer SJBal^rfd^einlid^feit ; benn befanntltd^ 



Begegnet eS ou^ bem geübteren ßotrector öon 3^^* i« 3^^, einen 
I)ru(ff eitler [teilen ju lojfen, b. 1^. falfd^ ju lefen, ttiaS unmöglici^ 
möte, toenn bie }um Su^fta&iten gel^örige @ebanfentette boUjlänbig 
»ieber^oU würbe. @o finb tüir au^ jd^on Don unferet ©eburt 
on bejlänbig unb in immer fteigenbem 5!Ka^e beronlofet, S)inge auf 
35ittge ju bejielöen unb bamit biejenige fjäl^igfeit be^ (ScifteS ju 
üben, auf toeUl^x a\xä) bie ©d^öpfung ber 3^^^^^ berul^t; burd^ 
biefe fd^on in unfere erjlen fleben^jal^re faDenbe unabläffige, menn 
oud& obfid^tSlofe Uebung unb bie bamit berbunbene Silbung üon 
Urtl^eilen unb @d^Iugreil^en ermerben mir und aud^ einen @d^a^ 
Don eigentUd^ aritl^metijd^en SBal^rl^eiten , auf toeld&e fpäter unfere 
erjten Seigrer ftd^ wie auf etma§ ®infad&e5, ©elbflderftänblid^eö, in 
ber inneren Slnfd^auung ®egebene§ berufen, unb fo fommt e3, ba^ 
manäjt, eigentlid^ fel&r jufammengefe^te begriffe (»ie j. S9. ber ber 
Slnjal^I Don 3)ingen) fftlfd^Iid^ für einfad^ gelten. 3n biefem ©inne, 
ben id^ burd^ bie, einem belannten @})rud^e nad&gebilbeten SBorte 
asl 6 avd'QcaTtog aQid'firiTlisi bejeid^ne, mögen bie folgenben 
SSlätter als ein SSerfud^, bie SBiffenfd^oft ber 3ö^Ien auf einl&eit« 
lid^er ©runblage ju errid^ten, tt)oI}Itt)onenbe Slufnal^me finben, unb 
mögen fie anbere ^Matl^ematifer baju anregen, bie langen SReil^en 
öon ©c^Iüffen auf ein be}c^eibenere§ , angenel^mereS SKa^ jurüdEju« 
fül^ren. 

®em 3^^*^ i>iff^^ ©d^rift gemä^ befd^ränfe id^ mid^ auf bie 
Setrad^tung ber JReil^e ber fogenannten natürlid^en 3ö^Ien. 3n 
meld^er 9lrt fpäter bie fd^ritttoeife ßrtoeiterung be§ S^^IbegriffeS, 
bie ©d^öpfung ber 9JuII, ber negatiden, gebrod^enen, irrationalen 
unb complejen S^W^ ffet§ burd^ 3wi**fül&rung auf bie frül&eren 
Segriffe l)erjufteflen ift, unb jmar ol^ne jebe ginmifd^ung fremb= 
artiger SSorftellungen (mie 5. S3. ber ber me^aren ©röfeen), bie 
nad^ meiner 9luffaffung erft burd^ bie 3«^'^« * 2Bi|f enf d^aft ju^ooH- 
ftönbiger ÜMarl^eit erl^oben merben fönnen, ba§ l^abe id^ menig|tenS 
an bem S3ei{piele ber irrationalen S^^Ien in meiner früheren ©d&rift 
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über bic ©tetiglcit (1872) gejeigt; in ganj ö^ttlii^er Sffieife laffen 
\\ä), tote xii bafelbft (§. 3) anä) j(|on auögefprofi^en ^abe, bie 
anbeten ßmctterungen Uxä^ bel&anbeln, unb \ä) bel^alte mir öor, 
biefem ©egenftanbe eine jujammenl^ängenbe SBarffellunfl ju toibnten, 
(Serabe bei biejet 9luffaffung er{(!^eint e§ al§ etmaS ©elbfiberftänb«? 
Ii(|e3 unb but^auS ni(i^t 9leueg, bag j[eber, aud^ noii^ {o fern 
liegenbe @a^ ber Algebra unb l^öl^eren StnoI^fiS \xä) als ein @a^ 
übet bie natütlid^en Sal^Ien auäjpted^en läfet, eine Sel^auptung, bie 
\ä) ani) toiebetl^olt au§ bem SlWunbe don ®itid&Iet gel^ött l^abe. 
Slbet \ä) etblide feinegmegS etmaS aJetbienpd^eS batin — unb baS 
lag aud^ S)iric^Iet gänjlii]^ fetn — , bieje nttil^felige Umj(i^teibung 
toitüid^ dotne^men unb leine anbeten, ate bie natütlid^en 3^^^^^ 
benu|en unb anetlennen ju tooöen. 3m ©egentl&eil, bie gtöfeten 
unb ftuiä^tbütften gottfd^titte in bet SKatl^ematit unb anbeten 
SBiffenfd^ajten finb botjugStoeije butd^ bie ©d^öpfung unb ©in» 
fül^tung neuet Segtiffe Qemaäft, nad^bem bie l&äufige SBßiebetlel^ 
jufammengefe|tet gtf d^einungen , meldte bon ben alten Segtiffen 
nur mül^jelig bel^ettfd^t »etben, baju gebtöngt l^at. Uebet biefen 
©egenftanb l^abe id^ im ©ommet 1854 bei ©elegenl^eit meinet 
Habilitation als ^tiüatbocent ju ©öttingen einen Sßotttag öot bet 
pl^ilofopl^ifd^en gacultät ju l^alten gel^abt, beffen 9lbfid^t aud^ t)ön 
@au^ gebilligt toutbe; bod^ ift ^iet nid^t bet Ott, näl^et batauf 
einjugel^en. 

3dö benu^e jiatt befjen bie ©elegenl^eit, nod^ einige SSemet« 
fungen ju mad^en, bie fid^ auf meine ftü^ete, oben ertoä^nte ©d()tift 
übet ©tetigfeit unb ittationale S^blen bejiel^en. Die in i^t öot* 
gettagene, im ^etbfte 1858 etbad^te Sll^eotie bet irtationalen 3^^!^^ 
gtünbet fid^ auf biejenige, im ©ebiete bet tationalen S<^^tn auf» 
ttetenbe ßtfd^einung (§. 4), bie id^ mit bem Flamen eineS ©d^nitteS 
belegt unb juetft genau etfotfd^t ^abe, unb fie gipfelt in bem Se« 
toeife bet ©tetigfeit be§ neuen ©ebieteS bet teellen S^^en (§. 5. IV). 
©ie jd^eint mit etroa§ einfädlet, id^ möd^te fagen tul^iget, ju fein, 
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Traite d'arithmetique entl^altcn fei unb barin bejicl^c, eine irra= 
tionale 3^^! JU befiniren bur(^ Slngabe aller rationalen S^W^^ 
bie kleiner, unb aller berjenigen, bie größer finb al§ bie ju befini= 
tcnbe ^a'ijl 3" biefem 9luSjpru(^, ber üon |)errn O. ©tolg — 
tt)ie e§ jci^eint ol^ne nöl^ere Prüfung — in ber Sorrebe jum jiDciten 
Sl^eile feiner JBorlefungen über aflgemeine Slritl^meti! (fieipjig, 1886) 
tt)ieberl^oIt ift, erlaube ii) mir 3folgenbe§ ju bemerlen. S)a^ eine 
irrationale 3^^! ^^^^ ^^^ ^^^^ tcfd^riebene Eingabe in ber 3:i^at 
als öoKftänbig beftimmt anjufel^en ift, biefe Ueberjeugung ift ol^ne 
3tt)eifel aud^ öor |)erm Söertranb immer ßJemeingut afler 5Dlat]^e» 
motüer getoefen, bie fi($ mit bem Segriffe be§ irrationalen U* 
fd^äftigt J^aben; jebem 9fed^ner, ber^ eine irrationale aBurjel einer 
©leic^ung näl^erungStoeife bered^net, f darnebt gerabe biefe 9trt il^rer 
Seftimmung öor; unb loenn man, mie e§ |)err Sertranb in feinem 
SBerle auSfd^Iiefelid^ tl^ut (mir liegt bie ad^te ?luflage au§ bem ^al^re 
1885 t)or), bie irrationale ^aifl afö aSerl^öItnife meßbarer ©rö^en 
auffaßt, fo ift biefe 3lrt i^rer Säeftimmtl^eit fd^on auf ba§ 3)eutlid^fte 
in ber berül^mten ^Definition au§gef|)rod^en, tt)eld^e föuflib (Elemente 
V. 5) für bie ©leic^^eit ber SSer^ättniffe auffteflt. gben biefe 
uralte Ueberjeugung ift nun gemi^ bie Duelle meiner Sl^eorie, wie 
berjenigen beS '.^errn Sertranb unb mand^er anberen, mel^r obj^r 
weniger burd^gefül^rten Serfud&e gewefen, bie ßinfül^rung ber irra« 
tionalen 3^^^^^ in i^i^ Slritl^metif ju begrünben. 2lber wenn man 
^errn Stannert) fomeit boüflänbig beiftimmen wirb, fo mu^ man 
bei einer wirflid^en Prüfung bod^ .fofort bemerfen, bafe bie 2)ar.» 
fteHung be§ ^er'rn Sertranb , in ber bie ®r|4ieinung be§ ©d^nitteö 
in i^rer logifc^en Sleinl^eit gar nid&t einmal ermäl^nt wirb, mit ber 
meinigen burd^auS feine 9le]^nlidt)!eit l^at, infofern, fie fogleid^ i^re 
3uflu(^t JU ber ©giften j einer meßbaren ©rö^e nimmt, toa^ \i) 
au§ ben oben befprod^enen ©rünben . gänjlid^ bermerfe; unb. ah 
gefeiten öon biefem Umftanbe fc^eintmir biefe ©arftellung aviä) in 
ben nad^f olgenben , auf bie 3lnna]^me biefer %iften} gegrünbeten 
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Definitionen unb S3en)eifen no$ einige fo mefentlid^e Säden barjue 
bieten, bafe \ä) bie in meiner ©d^rift (§. 6) au^e\pxoäfmt 39e« 
l^QUptung, ber ©a^ V2.y3 = ye fei nod^ nirgenbs ftreng be» 
miefen, and) in ^infiii^t auf biefeS, in wandlet anbeten. Sejielöung 
ttepd^e SQßerl, meld^eS i^ bamals nod^ nid&t fannte, für geredet- 
fertigt l^alte. 



i&atjburg, 5. Octobet 1887. 



9t. 2)ebelinb. 



SSortüort ^ur gipcitcn ^luflagc. 



S)ie öorliegcnbc ©(i^tift l^at balb nad^ il^rem ©rjd^einen neben 
günftigen ani) ungünftige Seurtl^eilungen gefunben, ja eö finb il^r 
arge ^^e^Iet borgenjorfen. 3f(^ l^abe mxä) bon bei* 9li(^tig!eit biefer 
aSormürfe ni(^t überjeugen tonnen unb laffe je^t bie feit ftursem 
Dergriffene ©d^rift, ju beten öffentlicher SSertl^eibigung eö mir an 
3ett fel^It, ol^ne jebe 5lenberung mieber abbructen, inbem \ä) nur 
folgenbe SemeÜungen bem erften SSormorte l^injufüge. 

S)ie (Sigenfd^aft, me^e ic^ als Definition (64) be» unenblid^en 
®9ftemS benu^t l^abe, ift f(^on bor bem ßrfd^einen meiner ©(ä^rift 
bon ®. ßantor (@in Seitrag jur 5!Kannigfattig!eit§Ie]^re, ßreüe'S 
3oumaI, Sb. 84; 1878), ja fogar f(^on bon Sol^ano (^ara= 
bojien be§ Unenblid^en §. 20; 1851) l^erborgel^oben. 9lber feiner 
ber genannten ©(J^riftfteller l^at ben 33er fu(J^ gemad^t, biefe (Sigen- 
fd^aft jur S)efinition be§ Unenbliij^en ju ergeben unb auf biejer 
©runblage bie 2Biffenf(J^aft bon ben 3a]^Ien ftreng logifd^ auf jubauen, 
unb gerabe l^ierin beftel^t ber Sinl^alt meiner müfijamen ?lrbeit, bie 
\ä) in allem SOßefentUt^n fd^on mel^rere Sa^re bor bem @rf(^einen 
ber Slbl^anblung bon ®. ßantor unb ju * einer ^tH bollenbet l^atte, 
ate mir ba§ Sßer! bon Solsano felbft bem Flamen naä) gänjlic^ 
unbefannt mar. gür ©iejenigen, meldte Sntereffe unb 33erftänbnip 
füt bie ©(^mierigfeiten einer fold^en Unterführung l^aben, bemerfe 
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i^ nod) g^otgetibeS. 5Jlan !onn eine ganj anbete 15efinition bee 

gnbüd^en unb Unenbliiä^en aufftellen, meldte injofem no(j^ einfo(J&er 

erjc^eint, al§ bei il^r nic^t einmal ber Segriff ber 2le^nü(3^feit einer 

5lbbilbung (26) botau§gefe|t wirb, nämlid^: 

„6in ©Aftern 8 l^eifet enblidf), menn e§ \\ä) fo in \\ä) felbft 

amtbm lö^t (36), ba& fein eistet Jl^eil (6) öon S in ft(^ felbft 

abgebilbet mirb; im entgegengefe^ten '^oXit l^ei^t S ein unenblid^e^ 

©^ftem." 

5lun mad^e man einmal ben SSerfuiä^, auf biefer neuen ®runb= 

läge ba» (Sebäube ju errid^ten! 5Jlan mirb al§balb auf grofee 

©(j^mierigfeiten fto^en, unb \6) glaube bel^aupten ju bürfen, ba^ 

felbft ber 3laä)M\^ ber üollfiänbigen Uebereinftimmung biefer ®efi= 

nition mit ber frül^eren nur bann (unb bann mä) leidet) gelingt, 

menn man bie Seilte ber natürlid^en S^^en f(3^on al§ entmidelt 

anfeilen unb anä) bie ©(^lufebetrad^tung in (131) ju §ülfe nel^men 

barf ; unb ioä) ifi t)on .allen biefen fingen meber in ber einen nod^ 

in ber anberen 2)efinition bie 9lebe! Wan mirb babei erlennen, 

mie fel^r gro^ bie 3lnja^l ber ©ebanfenfd^ritte ift, bie ju einer fold^en 

Umformung einet Definition erforberltd^ ftnb. 

(Stma ein "^oi^x nadf) ber Verausgabe meiner ©d^rift l^abe \ä) 
bie fi^on im ^ö^te 1884 erfd^ienenen ©runblagen ber 3lrit]^metif 
öon ®. g^rege !ennen gelernt. SEBie berfd^ieben bie in biefem SBerfe 
niebergelegte 3lnfi(^t über ba§ SQßefen ber 3^^! ^o^ "^^^ meinigen 
auc^ fein mag, fo entl^ält e§, namenttid^ öon §. 79 an, ioä) anä) 
fe^r nal^e Serül^rungSpuncte mit meiner ©dirift, inSbefonbere mit 
meiner @r!lärung (44). gfreilii^ ift bie Uebereinftimmung megen 
ber abmeid^enben 3lu§bruct§tt)eife niiä^t leidet ju erfennen; aber fd^on 
bie Seftimmtl^eit, mit meld^er ber SSerfaffer fid^ über bie ©d^lufe= 
meife öon n auf w + 1 au§fprid^t (unten auf ©. 93), jeigt beut= 
lidf), ba^ er l^ier auf bemfelben Säoben mit mir ftelit. 

3njmifd^en finb (1890 — 1891) bie SSorlefungen über bie 
Sllgebra ber Sogi! t)on 6. ©d^röber faft boüftönbig erfd^ienen. 
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5(uf bie aSebeütung biejeS ^öä)\t anregenben 2Ber!e§, bem \ä) meine 
größte 9lnerfennung joBe, l^ier nä^er einjugel^en ift unmöglid^; öieU 
mel^r möchte t(^ mt(^ nur entfdfjulbigen, bafe id) tto| ber auf 
©. 253 be§ erften 3:^eile§ gemad^ten Säemerfung meine cttt)a§ 
fc^merfäÜigen Sejeid^nungen (8) unb (17) ioä) beibel^alien l^abe; 
biefelben machen feinen 5lnjpru(!^ batauf, allgemein angenommen ju 
metben, jonbern befd^elben \\ä), lebiglici^ ben !ßmden biejer arit^= 
metijd^en ©(j^rift ju bienen, tDoju fie nad^ meinet 5lnfi(^t beffer 
geeignet finb, alö ©ummen« unb ^^robuctjeid^en. 

^orjtiurg, 24. lugu[t 1893. 

9t. 2)eiKlittb. 
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§. i. 

t 

©^[teme Don ßlcmentcn, 

1. 3m golgenbcn bcrflel^e i^ unter einem 2)ing jeben 
®egenftanb unfete» S)enlen§. Um bequem Don ben 3)ingen f)>re(|en 
iu fönnen, bejeti^net man jte burd^ S^\(Sim, j. 33. burdi Su(i^[toben, 
unb man erlaubt \\d), lurj Don bem ^ing a ober gar Don a ju 
fpred^en, mo man in SCßal^rl^eit ba§ burd^ a bejeid^nete ®ing, Ieine§= 
lt)eg§ ben SBuii^ftaben a jelbft meint, 6in ®ing iji DoBftänbig be^^ 
ftimmt burij^ aüeö S)a§, tt)a§ Don il^m auSgefagt ober gebqiä^t werben 
!ann. @in ®ing a ijt bofjelbe tok b (ibentif(^ mit b), unb 6 
bajfelbe mie a, menn 9lfle§, mag Don a geba(j(>t merben fann, auä) 
Don b, unb menn ^QeS, maS Don b gilt, auä) Don a gebadet merben 
fann. 2)ap a unb 6 nur S^ii^en ober 5lamen für ein unb baS= 
felbe ®ing finb, mirb inxd) baS 3ei(^en a = b, unb ebenso burd^ 
b = a angebeutet. 3[t au^erbem 6 = c, ift aljo c ebenfaü§ 
mie a, ein 3^ic^^^ für ba§ mit b bejeid^nete 3)ing, fo ift anöi 
a = c. 3ft bie obige Uebereinftimmung be§ burd^ a bejeid^neten 
5)inge§ mit bem burd& 6 bejeic^neten Singe nid^t Dorjanben, fo 
l^eipen biefe S)inge a, b Derfd(|ieben; a ift ein anbereS 5)ing toie b, 
b ein anbereS Sing toie a; e§ giebt irgenb eine ßigenfd^aft; bie 
bem einen jutommt, bem anberen nid(>t jufommt. 

2. @§ fommt fel^r l^äufig Dor, baß Derjd^iebene Singe a,b,c... 

au§ irgenb einer SSeranlaffung unter einem gemeinjamen ©efid^tS« 

1 



pnxuk oufgefa^t int (Scijfe julammengeftent mcrben, unb man fagt 
bonn, bü^ fic ein ©Aftern S bilben; man nennt bie 2)mge 

a, h, c... bie ßlemente be§ @^jiem§ S, [ie finb entl^alten 
in /S; umgelel^tt beftel&t S au§ biefen Elementen. 6in foId^eS 
©^ftem S (ober ein Inbegriff, eine 5)lannigfaltigfeit, eine ®ejammt= 
^eit) ift a\% ®egen[tanb unfere§ 2)enlen§ ebenfalls ein S)ing (1); 
e§ ift boflftänbig beftimmt, menn bon jebem S)ing beftimmt i[t, ob 
e§ glement t)on S ij! ober nid&t*). S)a§ ©pftem S ift bal^er ba§= 
felbe toie ba§ ©^jiem T, in 3^i^^« S = T, wenn jebe§ Clement 
t)on S aud^ Clement öon T, unb jebe§ Clement Don T anä) SIement 
t)on /S ip. gür bie ©leid^förmigfeit ber 2lu§brurf§n)eife ift e§ bor« 
tl^eill^aft, anä) ben befonberen fJaK iujulaffen, bafe ein ©^jtern S 
au§ einem einzigen (a«§ einem unb nur einem) glement a befielet, 

b. f). ba^ ba§ ®ing a (SIement öon 8, aber j[ebe§ bon a ber= 
ft^iebene S)ing fein ©lement bon S ift. dagegen wollen wir ba§ 
leere ©Aftern, wel<|e§ gar fein SIement entl^ält, au§ gewiffen ©rünben 
l^ier ganj auSfd^Iie^en, obwol^I e§ für anbere Unterführungen bequem 
fein fann, ein foId^eS ju erbid^ten. 

3. grilärung. (Sin Softem A Reifet SE^eil eine§ ©^ftem§ S, 
wenn jebe^ ©ement bon J. aud^ glement bon S ift. Sa biefe 
Sejiel^ung jmifd^en einem ©^ftem Ä unb einem Softem S im 
f^olgenben immer wieber jur ^pxaä)e fommen wirb, fo wollen wir 
biefelbe jur Slbfürjung burd^ baS Seichen A^S augbrüdfen. 5)a0 



*) 5luf \od^e aßcifc biefe SBeftimtntl^eit ju ©tanbe fotnmt, unb ob mit 
einen föeg fennen, um l^ierüber ju entj^eiben, ijt für otteS golgenbe ßänälid^ 
gleid^ÖÜltiö; bie ju enttüirfelnben attgemetnen (Sefe^e l^öngen boöon gor nid^l 
ab , fie gelten unter allen Umftänben. '^^ ertüftl^ne bie§ ouSbrüdlid^ , toeil 
§err Äronerfer t)or ^urjem (im 5Bonb 99 be§ SournalS für ^atl^ematif, 
©. 334 bis 386) ber freien SöegripbUbung in ber ^atl^emati! gewiffe «e-- 
fd^ränfungen l^ot auferlegen tüotten, bie id^ nid^t als bere^tigt aner!enne; 
nöl^er l^ierauf einjugel^en crf^eint ober erft bann geboten, »cnn ber onS- 
gejeifi^nete SJlotl^ematÜer feine ©rünbe für bie ^lotl^menbigfcit ober oud^ nur 
bie Smerfmöfeigfeit biefer 33efd^ränfungen öeröffentlid^t l^obcn wirb. 
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umgclel^tte S^^^^ SiÄ, tt)obur(J^ bicfclbc 3:i^ötfa(j^e he^tiäjnet 
tDcrben !önnte, toerbc \^ ber ®eutli(i^feit unb ßinfad^l^cit l^alber 
gänjlt(3ö Dcrmeiben, aber \ä) tocrbe in ©tmangelung cine§ befleren 
aSBorteS bistocilm jagen, ba^ S ®anje§ öon J. ift, moburd^ olfo 
auSgcbtüdft merben foB, ba^ unter ben Elementen bon 8 [i(^ oud^ 
aüe ßlemente öon Ä befinben. ®a ferner jebeS Clement s eine§ 
©9ftem§ /S naii^ 2 felbft als ©Klient aufgefaßt »erben !ann, fo 
fönnen tuir aud^ l^ierauf bie Sejeid^nung s^S antoenbcn. 

4. @a|. Sufolge 3 ift J.^4. 

5. ©a§. Sil 49 J5 unb BiA, \o i[t 4 = Ä 
5)er Semefe folgt auS 3, 2. 

6. erllärung. 6m ©Aftern A Reifet ed^t er SE^e« bott S, 
toenn J. %f)t\l bon S, aber öerfd^ieben bon 5 ift. 5Ka(]^ 5 tft bann 
S lein S^eit bon A, b. 1^* (3) e§ giebt in S ein ©iement, meld^eS 
fein ßlement bon uä ift* 

7.. @a^. 3ft il9J5, unb BiC, toaö aud^ furj burd^ 
A^BiC bejei($net werben !ann, fo ift J. 3 C, unb jibar ift A 
getbi^ e^kx Sll^eil bon (7, »enn A täjtn %i)dl bon B, ober menn 
JB ed&ter X^il bon (7 ift. 

5)er Sett)ei§ folgt aus 3, 6. 

8, ßrflärung. Unter bem auS irgenb tod^m ©^ftemen A, B, 
C... jufantmengefejten ©Aftern, meld^eS mit Uli (A, B, C.) 
bejeid^et toerben fofl, loirb baSjenige . ©5jiem betftanben, beffen 
Elemente buriä^ f olgenbe SBorfiä^rift beftimmt merben : ein S)ing gilt 
bann unb nur bann als Clement bon M(A,B, G...), menn 
e§ Clement bon irgenb einem ber.@9fteme A, B, C.,., i.i). (Ste- 
mmt bon A ober B ober C... ift. SBir taffen mä) ben gaU 
ju, bafe nur ein einjigeS ©^ftem A borliegt; bann ift offenbar 
M(A)= A. aSßir bemerfen ferner, bafe baS au§ A, B, C... 
5ufammengeje|te ©Aftern M(A,B, C...) mol^I ju unterf(j(>eiben 
ift bon bemjenigen ©Aftern, befjen ©lemente bie ©^fteme A,B,C... 
felbft pnb. 



9. @a^. Die ©^jiemc A, B, C... ftnb Steile t)on 

M{A,B, C...). 

S)er 58emei§ folgt au§ 8, 3. 

10. @oJ. ©inb A,B, C. %\^\\t eine« ©^jiemS S, fo ip 

%tx ©emei« folgt au§ 8, 3. 

11. Sa|. 3|l P 3:]^cil t)on einem bet @t|[teme ^, B, C..., 
\o i\t PiM{A,B, C:..). 

S)et S3emei§ folgt au§ 9, 7. 

12. @a|. 3ft iebe§ bet ©^jieme P, Q... %^Äl bon einem 
bet @9fteme A, B, C..., fo ift Jl(P, ö...)^iÄ(^, ^/ C'...). 

S)et ©emeiS folgt aus 11, 10. 

13. ©a^. 3[t A äufommengefe^t au§ itgenb meld(>en bet 
@t)fteme P, (?..•, fo ift AiM\ (P, (?...). 

SetoeiS. ®enn jebeS ßlement bon A ift mä) 8 Clement bon 
einem bet ©tifteme P, Q..,, folglidi rxaii) 8 au(^ Clement bon 
M(P, ö . . .)' wotau§ nad^ 3 bet @a| folgt. 

14. @a§. 3ft jebe§ bet ©^fteme A, B, C... iufammen= 
gefegt au§ itgenb meldten bet ©^fteme P, $..., fo ift 

M(A,B, 6\..)^Jt(P, (?...). 
2)et S3ett)ei§ folgt qu§ 13, 10. 

15. ©a^. 3ft iebe§ bet ©^fteme P, §... ^^eil bon einem 
bet ©^fteme A, B, C,.., unb ift iebe§ bet leiteten iufammen= 
gefegt au§ itgenb meldten bet erfteten, fo ifi 

M(P, Q...) = M(A,B, C...). 
2)et Semeiö folgt au§ 12, 14, 5. 

16. ©a|. 3ft ^ = iW (P, Q), unb P = iW ((?, P), fo 
ift iJl(^P) = i«(P,P). 

33emei§. Denn mä) bem botl^etgel^enben @o|e 15 ift fomol^l 
M (A, R) Qte M (P, B)= M (P, <?, P). 

17. gtflötung. 6in Ding g l^ei^t gemein fame§ ßlement 
bet ©^fteme A, B, C..., menn e§ in jebem biefet ©^fteme (alfo 



in ^ unb in B unb in C.) enthalten ift. (Sbenfo l^ei^t ein 
©Aftern T ein ©cmeint^eil bon Ä, B, C,,., mm T %^e\l 
öon.iebem biefer ©^fteme ift, unb unter ber ©cmein^eit ber 
©^fteme A, B, (7... üerftel^en wir bü§ öoUftänbig beftimmte ©^[tem 
(6(Ä,B, C..)/ toeld^e» qu§ allen gemeinfamen Elementen g 
bon A, B, (7... beftel^t unb folglic!^ ebenfalls ein ©emeintl^eit ber= 
felben ©pfteme ift. SBir laffen aud^ mieber ben gall ju, bo^ nur 
ein einjigeS @#em A Vorliegt ; bann ift (6 (A) = J[ ju fe|en. 
6§ fann aber aud^ ber gaU eintreten, baß bie ©^fteme A, B, 0... 
gar fein gemeinfameS ©lement, alfo aud^ feinen ©emeintl^eil, feine 
©emeinl^eit befijen; fie l^eifeen bann ©^fteme o^ne ©emeintl^eil, 
unb ba§ ^exäfm (6 (A, B, C.) ift bebeutung§Io§ (üerg!. ben 
Bäfin^ Don 2). SBir werben eS aber faft immer' bem Sefer über« 
laffen, bei ©ä^en über ©emeinl^eiten bie Sebingung il^rer ß^iftenj 
^injujubenfen unb bie rid^tige 2)eutung biefer ©öjc au(^ für ben 
3fafl ber 5Ri4t»%iftenj ju finben. 

18. ©a^. lieber ©emeint^eil bon A, B, C, ift X^eit öon 
<&{A,B, C...). 

5)er SBemeiS folgt aus 17. 

19. ©a|. 3eber Sl^eil bon (S (A, B, C..,) ift ©emeint^eil 
bon A, B, C, 

3)er aäemei^ jWgt an^ 17, 7. 

20. ©a^. 3ft iebeS ber ©^fteme A, B, C... <Sanie§ (3) 
bon einem ber ©^fteme P, Q..., jo ift 

«(P, Q,,.)i%{A,B, C...). 
Semeis. 3)enn iebeS gfement bon <S (-P, Ö • • •) iP gemein- 
fome^ ©mtent bon P, Q,.,, alfo au(^ gemeinfameS Clement bon 
A, B, C ,, ,, m. }. b. m. 
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5lb6ilbung ctneä @^ftcm§.. 

21. gtllärung*). Unter einer Slbbilbung q> eine§ ©^[temS 
S mirb ein (Seje| öerftanben, nad) toeld^em ju jebem beftimmten 
Clement s öon iS ein be|iimmte§ S)ing gel^ört, loeld^eä ba§ Silb 
.t)on s l^eijst unb mit (p(s) bejeid^net toirb; mir fagen anä), bofe 
(p (s) bem ©lement s entfpriii^t, ba^ 9 (s) hnxä) bie Slbbilbung 
9 au§ s entfielet ober erjeugt mirb^ bo^ s \>nxä) bie 2lbbilbung 
9 in 9> (s) übergel^t. 3ji nun T irgenb ein Xl^eil bon /S, jo 
ift in ber Slbbilbung y öon S jugleid^ eine beftimmte Slbbilbung 
öon r entl^alten, ttjel(|e ber ßinfacä^l^eit wegen tool^I mit bemjelben 
3ei(^en 9 bejeiij^net »erben barf unb barin befielet/ ba^ jebem 
eiemente^ be§ ©t|ftem§ T baffelbe »ilb 9 (0 entjprid&t, loe^e^ 
^ afö Clement Don S befi^t; jugleic^ joll bo§ ©^[lem, loeld^eS au§ 
aüm Silbern g) (0 befielt, boS Silb üon T^eipen unb mit (f (T) 
bejeiiä^net loerben, moburd^ nud^ bie Sebeutung t)on g) (S) erllärt 
ift. 21I§ ein Seifpiel einer 3lbbilbung eine§ ©5ftem§ ift fd^on bie 
^Belegung feiner Elemente mit beftimmten 3^i<^^n ober 5Ramen an» 
iufeben. ®ie einfad^fte 3lbbilbung eine§ ©^ftemS ift biejenige, burd^ 
meiere jebe^ feiner ßlemente in fiii^ felbft übergel^t; fie foH bie 
ibentifd^e Slbbilbung bes @^ftem§ l^ei^en.. 3)er Sequemlid^feit 
l^alber wollen wir in ben folgenben ©äjen 22, 23, 24, bie fid^ 
auf eine beliebige Slbbilbung f eine§ beliebigen ©^ftemS S be» 
jiel^en, bie Silber t)on (Slementen s unb Xl^eilen T entfpred^enb burd^ 
s' unb T' bejeid^nen; au^erbem fe^en wir feft, ba^ Heine unb 
gro^e lateinifd^e Sud^ftaben ol^ne Slccent immer Elemente unb X^eile 
biefeS ©^ftem§ 8 bebeuten foHen. 



*) Sßcrgl. ®m(äj)let'§ SJorlefunöcn über So^lcnt^ieoric , brittc ^lupoge, 
1879, §. 163. 



22. ©Q|*). 3[t ÄiB, \o ift Ä'iB', 

Sctt)ci§. ®enn jcbeS ßlement ^?on J.' ift ba§ Silb eine§ in Ä, 
alfo au(ä^ in B enthaltenen @lemente§ unb ift fol9li(j(> (SIement bon 
B', tt). j. 6. tt), 

23. @a|. 2)a§S3iIbbon Jl(^,5,(7...)i[titt(^',ß'.0'...). 
Setoeig. Seieii^net man ba§ ©Aftern M(ä,B, C...), mlä)e§f 

nad& 10 ebenfalls Sl^eil t)on S ift, mit M, fo ift jebeS (SIement 
feines SilbeS M' ba§ S3ilb m' eines (älementeS m bon Jf; ba 
nun m m(i) 8 anä) (SIement bon einem ber ©^fteme Ä, B, C..., 
unb f olglid^ m' Clement bon einem ber ©^fteme Ä', B\ C?' . . . , 
alfo na^ 8 aud^ glement bon M {A\ B', C . . .) ift, f o ift nad^ 3 

MiM{A!,B\ C;,..). 
«nbeterfeitS, ba A,B, C... mä) 9 J^eile bon M, alfo A^B', C... 
nad^ 22 X^eile bon M' finb, fo ift nad^ 10 aud^ 

M(A\B\C'...)iM', 
unb l^ierauS in SBerbinbung mit bem Obigen folgt nac^ 5 ber ju 
bemeifenbe ©a§ 

M' = M(A',B\ C'...). 

24. @a|**). ®as Silb iebeS ©emeint^ellS \)on A, B, C..., 
alfo aud^ baS ber ©emeinl^eit ^(A, B, C. .) ift SE^eil bon 
(b(A',B\C\..). 

»eweis. SDenn ba jfelbe ift nad& 22 ©emeint^eil bon A', B',C'..., 
toorauS ber ©a^ nad^ 18 folgt. 

25. ßrllörung unb @a^. 3ft 9 eine 9l6Bilbung eines 
©pftemS S, unb t eine Slbbilbung beS SilbeS S' = g>(/S), fo 
entfpringt l^ierauS immer eine aus 9 unb ^ juf ammengef e^te***) 
5lbbilbung ö bon S, loeld^e barin beftel^t ^^ i^bem (Elemente s 
bon S bas 33ilb 

ö (s) = ^ (s') = ^ (<|P (s)) 



*) SSerfll. <Sqö 27. **) SSergl. ©a^ 29. ***) (Sine SBertoctJ^leluitö 
bicfcr Sufatnmenfe^unö bon Ibbilbungen mit beriertigen ber 6^fteme öon 
Elementen (8) ift too)^! nid^t au befüt(i^ten. 
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entfprid^t, mo miebet 9>(s)=x8' gefegt \% ^efe %[&bitbung 
fann für) burc^ ba§ ©^mbol ^.> ober V'^/ bad Silb d(s) burd^ 
^9)(^) bejeid^net merben^ mobei auf bie Stellung ber S^äfm 
q), t tooijil )U o^ien ift, toeil baS 3^^^^^ ^V' im Mgemeinen 
bebeututtg§Io§ tft uttb nur bonn einen @inn f)at, roetm if{S*)iS 
ift. »ebeutet nun % ein« 3lbbilbung be§ ©^fiemS t(S') = *<p(fi^). 
unb 1^ bie an^ t unb x iufontmengefe^te Slbbilbung xt be§ 

©l)[lem§ S', fo iH x0(s) = Z^/^ («') = '»/(s') = ^9(s). «Ifo 
jtimmen bie jufQntntengefeJten ^Ibbilbungen xö unb 1^9 für jcbeä 
ßlemcnt s bon S mit einanbcr überrin, b. f), e§ ip lO =^ riq>, 
3)tefer <3a^ tann nad^ ber Säebeutung Don unb 17 fUgli(](| burd^ 

QuSgebrUdt, unb btefe qu§ tp, t, % iufammengefe^te Sbbilbung !onn 
furj burdfi xifip beieic^net merben. 



§. 3. 
3lel^nlid^tett einer ?lbbilbung. 5{el^nli(^c ©^fteme. 

26. ertlärung. ©ine 9lbbilbung 9? eine§ ©^flemö S l^eifet 
ä^nlid^ (ober beutlid^), menn t)erf(3^iebenen Elementen a, b be§ 
©tiftemö S ftets oerfd^iebene Silber a' = 9 (a), V = tp (ft) ent« 
fpred^en. I)a in biefem galle umgefel^rt ouS s' = V [tet§ s = t 
folgt, fo ift jebes Clement be§ ©^ftemS S = q){S) baö »ilb s' 
t)on einem einzigen, bofljiänbig beftimmten ©lemente s be3 ©^jlemS S, 
unb man lann bal^er ber 3lbbilbung 9? öon S eine umgetel^rte, 
etma mit y ju bejeid^nenbe 9lbbilbung beS ©pftemS S' gegenüber» 
ftellen, meldte borin befielet, bofe jebem Elemente s' t)on S' ba§ Silb 
^ (§') = s entjprid^t, unb offenbar ebenfalls äl^nlid^ ift. 6§ leuchtet 
ein, bafe 9 (S') = S, bafe ferner 9 bie %\x 9 gel^örige. umgelel^rte 
^Jlbbilbung, unb baß bie nad^ 25 auS 9 unb 9 jufammengefe^te 






2lbbilbung^9 We ibentij^ie 9Ibbilbiing öon S ift (21). Sugleici^ 
ergeben fi(j^ folgenbe grgönjungen ju §. 2 unter Seibel^altung ber 
bortigen Säejetti^nuitgen. 

27. ©0^*). Sjl ^'35', fo ift ^3Ä 

SBetoeiS. 3)enn wenn a ein Clement öon J., fo ift a' ein 
ßlement Don A', alfo nuci^ üon ^, mithin == V, wo 6 ein Clement 
öon B) ba aber aus a' = 6' immer a = 6 folgt, fo ift jebeS 
©lement a öon Ä au(!^ Clement öon B, »• j. b. w. 

28. @a§. 3ft J[' = 5', fo ift ^ = 5. • 
2>er SenjetS folgt aus 27, 4, 5. 

29. ©a^**). 3ft G = (6(Ä, B, C...), jo ift 

G' = (6 {A\ B\ C . . .). 

S3ett)eiS. 3ebeS ßlement öon (5 ( J.', I?', C" . . .) ift jebenfans 
in S' entl^alten, alfo baS Silb g' eines in S enthaltenen Elementes g] 
ba aber g' gemeinjameS ßlement üon A', B\ C ,,. ift, fo mufe g 
na(i^ 27 gemein jameS Clement Don J., JB, C..., oljo auc^ ßlement 
Don a jein; mithin ift jebeS Clement Don (&{A,B', C'...) Silb 
eines Elementes g Don G, aljo Clement Don G\ b. 1^. eS ift 
<S^{A\B', G'...)ia\ mV hieraus folgt unjer ©afe mit 9}ücf= 
fid^t auf 24, 5. 

30. ©a|. 2)ie ibentif(!^e 3lbbilbung eines ©^ftemS ift immer 
eine öl^nlid^e ^bbilbung. 

31. ©a^. Sft V «ine ä]^nli(3^e 2lbbilbung Don S, unb ^ eine 
äl^nlid^e 3lbbilbung Don 9? (S), fo ift bie auS 9? unb ^ jufammen^ 
gefegte Slbbilbung ^9? Don S ebenfalls eine ä^nliiä^e, unb bie iu== 
gel^örige umgefel^rte Slbbilbung tjT^ ift = ^Ij;. 

Semeis. S)enn Derfd^iebenen Elementen a, 6 Don S entfpred^en 
Derjc^iebene Silber a' = q>(a), b' — q>(b), unb biejen toieber 
Derfd^iebene Silber i/;(a') = t^g)(a), ^«(6') ~ t<p{b), alfo ift 



*) S5eröl. 6a§ 22. **) »ctöl. <Sq§ 24. 
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^q> eine äl^nliti^e SCbbilbung. Süperbem gel^t ]ebe§ @Iemeni 
ifq)(s) = t (s') be§ @9fiem§ if tp (8) \>nxi) ? in s' = 9? (5) 
unb bieje§ butd^ 9 in s über, alfo gel^t t9 (s) bur$ yf in s 
übet, n). ). b. U). 

32. (gtHärung. 2)ic ©#eme B, S l^ei&en äl^nlid^, toenn eö 
eine betottige äl^nlid^e Slbbilbung g? bon Ä giebt, bafe 9? (Ä) = U, 
olfo aud^ 9 (E) = S wirb. Offenbar ift nad^ 30 iebeS ©^jiem 
\xäj felbft öl&nlidö. 

33. @o§. ©inb JB, 5 ä^nlid^e ©^fteme, fo ift iebe§ mit R 
iXf)nl\ä)t ©Aftern Q anä) mit S ä^nli^l 

Setoeiö. ®enn finb 9, ^ fold^e öl^nlid^e 2lbbilbungen bon 
S, B, ba& ff (S) = B, ip{B)= Q njxrb, fo ift (mä) 31) t/;9? 
eine fold^e äl^nlid^e 5lb6Ubung bon S, bafe ^9(5)= § »irb, 
to. }. b. n). 

34. Srflärung. 9Jtan fann bal^er aUe ©^fteme in ßlaffen 
eintl^eilen, inbem man in eine beftimmte Klaffe aUe unb nur bie 
©^fteme Q, B, S.,. aufnimmt, meldte einem beftimmten ©Aftern B, 
bem SÄepräfentanten ber ßlaffe, äl^nlid^ finb; nad^ bem üorl^er- 
gel^enben ©a|e 33 änbert fid^ bie Klaffe nid^t, menn irgenb ein 
anbereä, i^r angeprigeS ©^ftem S als SRepräfentant gemäl^lt wirb. 

35. ©a^. ©inb B, S ä^nlid^e ©^fteme, fo ift jeber X^eil 
bon S anä) einem 3:^eile öon B, jeber ed^te i^eil bon S anä) 
einem ed^ten Sl^eile bon B äf)nl\ä). 

35etoei§. ®enn tt)enn 9? eine äl^nlid^e Slbbilbung bon S, 
(p (8) = B, unb Ti8 ift, fo ift nad^ 22 ba§ mit T ä^nlic^e 
©t)ftem ip(T)iB] ift ferner T ed^ter SE^eil bon S, unb s ein 
nid^t in T entl^alteneS SIement bon 8, fo lann ba§ in B entl^altene 
Clement (p(s) mä) 27 nid^t in'9(T) entl^alten fein; mitl^in ift 
9? (T) ed^ter Xl^eil bon B, to. j. b. tt). 
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§. 4. 
^bfitlbung etn(§ @9ftein§ in y\^ felbft. 

• 

36; @rflörung. äft 9 eine äl^nlid^e ober unöl^nltci^e ^bbilbutig 
eines ©^jlemS S, unb 9? (S) %f)til eines ©^jiemä Z, fo nennen 
n)ir 9 eine ^bbilbung bon 5 in Z, unb mit fagen, S toetbe burd^ 
q> vx Z öbgebilbet. SBit nennen bälget 9? eine 31fbbilbung beS 
©tiftemS iS in fi(^ felbft, wenn (p(S)iS \\t, unb mir motten 
in biejem ^pnrograpl^en bie ottgemeinen ®efe|(e einer fold^en 2lb* 
bilbung 9 unterfudden. f)ierbei bebienen mir uns berfelben Sejeidf)« 
nungen mie in §. 2, inbem mir mieber 9? (s) = s', 9 (T) = T 
fe^en. 2)ie|e Silber s', T finb jufolge 22, 7 je|t felbji mieber 
Elemente ober Xl^eile bon S, mie atte mit lateinifcä^en Sud^ftaben 
bejeid^neten 2)inge. 

37. grllärung. ^^ei^t eine Seite, menn JT'i IT ift. 2Bir 
bewerten ouSbrüdlid^, bo^ biefer ?Rome bem jtl^eile Z'beS ©^ftemS S 
nid^t etmo an \\(S) jufommt, jonbern nur in Sejiel^ung auf bie 
beftimmte 9lbbilbung g? ertl^eilt mirb; in Sejug auf eine onbere 
9lbbi!bung beS ©^ftems S in fid^ felbft !ann K fel^r mol^l leine 
«ette fein. 

38. @a&. 8 ifi eine ifette. 

39. @aj. 2)aS Silb K' einer Äette K ift eine ftette. 
Semeis. ®enn aus K'iK folgt nad^ 22 auä) (KJiK*, 

m. }. b. m. 

40. ©aj. 3ft Ä SEI^eil einer ßette K, fo ift aud^ Ä'iK 
aSemeiS. 2)enn an§^ ÄiK folgt (nadd 22) Ä'iK', unb ba 

(nad^ 37) K'iK ift, fo folgt (nad^ 7) Ä'iK, m. 5. b. m. 

41. ©a§. 3ft baS Silb J.' Sl^eil einer ffette L, fo giebt e3 
eine SPette JE) meldte ben Sebingungen ÄiK, K'^L genügt; unb 
jmar ift M {A, L) eine f old^e ftette K 
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»emetä. ©ejt man mirflid^ K= M(A, L), fo iji mi^ 9 bte 
eine Scbingung AiKi^M. %<x nad^ 23 femer Jf' = i« {A', L'), 
unb na(^ Slnnol^me A'^L, L'iL i(t, jo tfi mi) 10 oud^ bte 
anbete SSebingung K'iL erfüllt, unb l^ietauä folgt, weil (nod^ 9) 
L^Ä" iji, au(^ jK::9Z, b. 1^. Ä" iji eine ßette, w. j. b. ». 

42. @o^. 6in aus louter Äetten A, B, G... jufommen« 
gefegtes ©Aftern M ift eine ßette, 

»ettiei§. 2)0 (na^ 23) M' — M, {A!, B', C .,.), unb nod^ 
^m<äf(RtA^A, B'iB, C'iC... ift, fo folgt (noc^ 12) M'iM, 

tt). j. b. lü, 

43. ©o§. S)ie ©ctneinl^eit 6r don lauter ßettcn A, B, C... 
ift eine ßette. 

S3ett)ei§, ®a ö nod^ 17 ©emeintl^eil üon 4/ -ß/ C'..., olfo 
G' nod^ 22 @emcintl&eil t)on J.'/i?', C.^.., unb nac^ Slnnal^me 
A'iÄ, B'iB,C'iC.,. ift fo ift (na(^ 7) G' auc^ ©emeint^eil 
Don A,B, C... unb folglid^ na(i^ 18 ayxi^ %iit\\ öon G, m. j. b. tp. 

44. @c!lärung. 3ft J. irgenb ein Xl^eil öon S, fo wollen 
wir mit Ao bie ©erneinl^eit aller berjenigen Letten (j. 35. S) be* 
jeid^nen, bon melci^en A Sj^eil ift;. biefe ©emeinl^eit Ao ejiftirt 
(t)ergl. 17), meil ja J. felbft ©emeintl^eil aller biefer ßetten ift. 
2)a ferner Ao na<^ 43 eine ßette ift, fp toollen wir Ao bie Äette 
be§ ©Aftern § A ober furj bie ßette Don A nennen. 9lud^ 
biefe ßrllärung bejiel^t fi^ burd^auS auf bie ju ©runbe . liegenbe 
beftimmte 9lbbilbung ^) be§ ©^ftemS S in fid^ felbft^ unb wenn e§ 
fpäter ber Deutlic^feit wegen nötl^ig wirb, fo wollen wir ftatt A 
lieber ba§ '^txi^zw q)o{A) fe^en, unb ebenfo werben w|r bie einer 
anberen 9lbbilbung co entfpred^enbe ßette bon A mit cnoiA) be* 
jei(|nen. @§ gelten nun für biefen fel^r wid^tigen. Segriff We 
f olgenben ©ä^e. 

45. ©a^. 6§ ift AiAo. 

2iewei§. 3)enn A ift ©emeintl^cil aller berjenigen ßetten, beren 
©emeinl^eit Ao ift, worauf ber ©o^ nadj) 18 folgt. 



. •• • 
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46. ©a§. e§ ift {ÄofiAa. 

»ctt)ei§. ®enn nad^ 44 ift Äo eine ffette (37). 

47. @Q§. 3ft ^ 2;^ einer Äette K, fo ift auii^ ÄoiK. 
Sett)ei§. '®enn ^o tft bie ©emeinl^eit unb folgli^ mä) ein 

®emeint$eil aller ber »etten K, üon benen A %f)til iji. 

48." Semerfung. "^an überjeugt fi^ leidet, bafe ber in 44 
erflärte Segriff ber iJette Ao burd^ bie üorftel^enben ©ä^e 45, 46, 
47 öoüftänbig (J^aratterifirt ift. 

49. ©Q^. 6ö ift A'i (Aoy. 
®er aSemeiS folgt aus 45, 22. 

50. @a^. 6§ ift A'iAo. 

S)er Seroeis folgt auS 49, 46, 7. 

51. • ©a|. 3fft A eine ßette, fo ift Ao = A. . 

Semeis. ®a A %\)dl ber Äette ^ ift, fo ift mSf 47 aui) 
Ao^A, woraus nad^ 45, 5 ber @a^ folgt. 

52. @a^. 3fl^^^ fo ift JB9^o. 
S)er Seroeis folgt auS 45, 7. 

53. ©a|. 3ft BiAo, fo ift 5o^A. unb umgete^rt. 
Seroeis. 2BeiI Ao eine ffette ift, fo folgt nad^ 47 aus BiAo 

awä) BoiAo\ uwgetel^rt, roenn Bo^Ao, fo folgt nad& 7 aud^ 
B=^Ao, roeil (nad) 45) BiB, ift. 

54. @a^. Sft B^A, fo ijt -B^^A. 
®er Seroeis folgt aus 52, 53. 

55. ©a§. 3ft 53A, jo ift auc^ 5'^A. 

Seroeis. 2)enn nacfi 53 ift ^o^A, unb" ba (nad^ 50) B'^Bo 
ift, fo folgt ber ju . beroeif enbe ©a^ auS-7: 3)affelbe ergiebt fid|, 
roie leidet ju feigen, auc^ auS 22, 46, 7, ober mi^ aus 4Ö. 

56. @a^.- 3fi J?^-^6, fo ift {BoJ^Ao)'. 
3)er Seroeis folgt auS 53, 22. 

57. ©a^ unb grtlärung. gS ift {AoJ = {A)o, b. ^, baS 
Silb ber ftette bon A ift jugleid^ bie ffette beS SilbeS t)on A. 
"iilm fann ba^er biefeS ©Aftern furj burd^ JL; bejeid^nen unb nad^ 
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Selieben ba§ Jfettcubilb ober bie 95tlb!ette Don A nennen. 
5Kad^ ber beutltiö(>eren in 44 angegebenen S3ejei(i^nung toürbe ber 
@a^ burd^ ^> (<po (Ä)) = q)o (q> (Ä)) ouSjubrüdfen jein. 

S3en)ei§. @e^t man jur ^Iblürjung (A')o = L, fo ift L eine 
Äette (44), unb nad^ 45. ift A'iL, mithin giebt e§ nad^ 41 eine 
ftette K, meldte ben Sebingungen AiK, Ä^' 9 L genügt; ^ma\x% 
folgt nad^ 47 aud^ AoiK, alfo (AcY^K', unb folglid^ nad^ 7 
audö (AoyiL, b. 1^. 

(Aoyi{A% 
S)a nad^ 49 femer A'i(Aoy, unb (^o)' nad^ 44, 39 eine ftette 
ift, fo ift nad^ 47 aud^ 

(A%i(Aoy^ 
tt)orau§ in SBerbinbung mit bem obigen ßrgebni^ ber ju bemeifenbe 
©aj folgt (5). 

58. • ©a&. 6§ ift Ao = M (A, ^;), b. 1^. bie Äette Don A 
ift jufammengefe^t au§ A unb ber S5ilb!ette Don A. 

Seiüei^. ©e^t man jur Slbfürjung wteber 
L = Ao = {Aoy = (A% unb K=M {A, L), 
fo iji (nad^ 45) A'iL, unb ba L eine ifette ift, fo gilt nad^ 41 
ba flelbe öon K] bo ferner AiK \\t (9), f o folgt nod^ 47 aud^ 

A,iK. 
3lnbererfeitS; ba (nad^ 45) AiAo, unb nad^ 46 qud^ LiAo, fo 
ift nad^ 10 aud^ 

Ki Ao, 
woraus in S5erbinbung mit bem obigen ßrgebni^ ber ju beweifentie 
©a^ Ao = K folgt (5). 

59. ©a^ ber DoDftänbIgen 3nbuction. Um (U bemeifen, bafe 
bie ffette Ao Xl^eil irgenb eines ©^ftemS 2 ift — mag Unteres 
SEl^eil Don S fein ober nid^t — , genügt eS ju jeigen, 

Q. ba^ -Ü2, unb 

6. bag ba§ 93ilb jiebeg gemeinfatiwn Elementes t>on Ao unb 
2 ebenfalls ßlement opn 2 ift. . 
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f 

Semci^. ®enn toenn q toa^x \\i, fo cjiftirt mä) 45 iebenfaHS 
bie ©cmcin^cit O = (8(:^o, 2). imb itoax ifi (mäf IS) ÄiG; 
ba au^erbcm na^ 17 

ift, fo i[t 6r aud^ SEI^cU unfereS ©QftemS S, tt)e%§ bur(j^ <p in 
ft(j^ jelbft obgcbilbct iji, unb jugkid^ folgt na(3^ 55 awä) G'iAo^ 
Sffienn nun ö ebenfalls mal^r, b. 1^. menn 6r'9 2 i[t, |o mu^ G' 
ofö ©emeintl^ett bcr S^fteme Ao, 2 nod^ 18 3:]^cil il^ter ©cmein« 
l^eit (? fein, b. ^. G ift eine ftctte (37), unb ba, tt)ie fd^on oben 
bemettt, AiG ift, fo folgt nad^ 47 aud^ 

AoiG, 
unb l^ierauS in SSerbinbung mit bem obigen Srgebnife G = Ao, 
ttljo nad^ 17 QUd^ Aoi^, to. j. b. tt). 

50. 2)er öorftel^enbe ©q§ bilbet, tote fid^ ft)äter geigen »itb, 
bie miffenfd^aftlid^e ©tunblage füt bie unter bem Blomen bet t>olU 
ftönbigen 3nbuction (be§ ©d^lufjeS bon w auf « + 1) belannte 
SemeiSart, unb er lann aud^ auf folgenbe SBeife auSgefprod^en 
toerben: Um ju beweif en, ba^ alle Elemente ber ftette Ao eine 
genjiffe 6igenfd(iaft d befijen (ober ba^ ein ©a§ S, in Weld^em 
Don einem unbeftimmtcn 5)inge n bie 3?ebe ift, wirllid^ für alle 
fölemente n ber Sette Ao gilt), genügt eö ju jeigen, 

Q. ba^ ade Elemente a be§ ©QftemS A bie (Sigenfd^oft (E 
befi^en (ober bafe Ä für alle a gilt), unb 

6, ba^ bem Silbe w' JebeS fold^en @temente§ n bon Ao, toeld^eS 
bie @igenfd(|aft (t befi^t, biejelbe (Sigeufd^oft (t jufommt (ober bafe 
ber ©aj S. fobalb er für ein SIement n oon Ao gilt, getoi^ aud^ 
für beffen SSilb w' gelten mu^). 

Sn ber jt^at, bejeid^net man mit S ba§ ©^jiem aller ®ing^, 
meldte bie gigenfd^aft (t beft^en (ober für welche ber @a§ S gilt), 
fo leud^tet bie boüftönbige Uebereinftimmung ber jf^igen 3tuSbrudf§* 
meife be§ @a^e§ mit ber in 59 gebraud^ten unmittelbar ein. 

61. ©a^. S)ieJfette t)on M{A,B,C...) ift J« (A, ^o, Co . . .). 
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aJetoeiö. Sejcidönet man mit M ba§ crftere, mit K ba§ leitete 
S^jiem, jo ift K nai) 42 eine ffette. S)a nun jebeS ber ©^[teme 
A, B, C... naä) 45 Sl^eil Don einem ber ©^ffeme Äo, Bo, Co.,., 
mithin (m6) 12) Mi K ift fo folgt naä) 47 auä) 

MoiK. 
?lnbererfeit§, bo mä) 9 jebeS ber ©^fteme A, B, C... %i)t\l Don 
M, oljo mä) 45, 7 auä) %f)e\l ber Sette Jf« ift, fo mup mä) 47 
a\x6) jebeS ber ©^fteme i4p. Bo, Co... %^e\l Don J!fo, mitl^in na6) 10 

KiMo 
fein, tt)orau§ in 3Ser6inbung mit bem Obigen ber Ju bemcifenbe 
Mo = K folgt (5). 

62. ©a^. ®ie ffette Don i&{A,B, C.) ift %^t\\ bon 

(9 (-0-0/ X>o, ^o • • •)• 

S3emei§. Sejeid^net man mit G ba§ erftere, mit K baS le^tere 
Softem, fo ift K nad^ 43 eine ßette. 2)a nun jebe^ ber S^fteme 
Ao,Bo, Co... na^ 45 @anje§ Don einem ber ©^fteme A,B, C..., 
mithin (nad^ 20) GiK ift, fo folgt au§ ,47 ber ju bemeifenbe 
©aj GoiK. 

63. ©a§. 3ft K'iLiK, alfo iT eine ffette, fo ift aud^ L 
eine gette. 3ft biefelbe echter ll^eil Don Z, unb ü ba§ ©Aftern 
aller berjenigen (Elemente Don X, bie nid^t in L entl^alten finb, ift 

ferner bie Äette TJo echter SE^eil Don K, unb V ba§ ©^ftem aller 
berjenigen Elemente Don K, ,bie nid^t in Uo entl^alten finb, fo ift 
j: = Jl (?7„ F) unb L = M{UIV). 3ft enblid^ L = K\ 
fo ift Vi r. 

5)er Setoeiö biejeö ©a^e§, Don. bem mir (mie Don ben beiben 
Dorl^ergel^enben) teinen ©ebrauc^ mad^en merben, möge bem fiefer 
überlaffen bleiben. 



17. 



§.5. 
S)a§ ßnblid^e unb Unenbli^e» 

64. ßrüärung*). 6m ©Qiiem S l^ifet nntnhUä), wenn 
e§ einem ed^ten %^e\k jeiner jelbft ü^nlici^ i[t (32); im entgegen* 
gefegten gafle l^eißt iS ein enblid^e^ Softem. 

65. ©a^. 3ebe§ au§ einem einjigen SIemente beftel^enbe 
©^ftem ift enblid^. 

35ett)ei§. 2)enn ein fold^e^ ©^ftem be[i|t ,gor leinen ed^ten 
3:^eU (2, 6). 

66. ©a^. 6§ giebt unenbliij^e ©Qjleme. 

Setoei§**). SReine ® ebanfentoelt , b, f). bie ©efammt^eit S 
aller S)inge, meldte ©egenftanb meines 2)en!enS fein lönnen, ift 
unenblid^. S)enn Wenn s ein Clement öon S bebeutet, fo ift ber 
©ebanfe s', baß s (Segenftanb meines 3)enfen§ fein lann, felbft ein 
Clement öon S. ©iel^t man baflelbe al» aSilb y (s) be§ Elementes 
s an, fo l^at ballet bie l^ierburd^ beflimmte ?lbbilbung (p öon S bie 
©igenfd^aft, ba& baS «ilb S' Zffdl öon S ift; unb jmar ift S' 
ed^ter jl^eil bon 5, meil eS in /S Elemente giebt (j. S. mein 
eigenes 3d^), weld^e t)on jebem fold^n ©ebanlen s' öerjd^ieben unb 
beSl^alb nid^t in S' entl^alten finb. 6nblid^ leud^tet ein, ba^, menn 



*) 9Bia man ben SSegttff fi^nltd^er 6)^fieme (32) ni^t htnu^en, fo mu( 
man fagen: S l^ei^t unenMi^, toenn eS einen e^ten Xl^eil Don S giebt (6), 
in ml^m S ^ä^ beuflid^ (fil^nU^) abbilben lö^t (26, 36). 3n biefer gorm 
l^abe i^ ^i^ Definition be§ Unenblid^en, totK^t ben ^ern meinet ganzen 
Unterfuc^ung bilbet, im @e)>tember 1882 ^ertn @. €antor, unb fd^on 
meistere äal^re f ruf) er au^ ben Ferren S^toa^ unb SBeber mitgetl^eilt. 
^tte anbeten mit befannten ^Setfud^e, ba§ Unenbli^e Dom (Sublimen ju untet^ 
fd^eiben, {d||einen mir fo toenig gelungen 3U fein, ba^ id^ auf eine ^riti! ber^^ 
felben Derjid^ten }u bütfen glaube. 

**) eine äl)nlidie SBettad^tung finbet fid^ in §. 13 bet ^arabojien be§ 
Unenblid^en Don ^olgano (Sei^jjig, 1851). 

2 
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a, b betf($iebene @temente Don S {tnb, an^ tffxe 93Uber a', V bec» 
fd[)teben ftnb, ba^ alfo bie Ibbilbung tp eine beutli(^e (öl^nltc^e) 
ift (26). 3»it^tn iji S unenblld^, xo. j. b. ». 

67. @o|. ©inb B, iS ä^nü(^e ©tifteme, jo ift Ji enMi(i^ 
ober unenblid^, je nad^bem S enblid^ ober unenbli^ iji. 

S3cn)ei§. 3(ft S unenbli^ aljo äl^nlid^ einem ed^ten Sl&eile S' 
feinet felbft, jo mu^, toenn B unb S öl^nlic^ finb, S* nad^ 33 
öl^nlid^ mit B unb nad^ 35 jugleid^ äl^nlid^ mit einem ed^ten 
Stl^eile bon B fein, welcher mitl^in nac^ 33 felbft öl^nlid^ mit B 
ift; alfo ift J2 unenblid^, it). j. b. tt). 

68. ©Q^. 3ebe§ ©Aftern Ä, meines einen unenblid^en Xl&eil 
T befi^t, ift ebenfalls unenblid^; ober mit anbeten SBotten, jebet 
Sl^eil eine§ enblid^en ©^jiemS iji enblid^. 

SetoeiS. 3ft T unenblid^, giebt e§ alfo eine fold^e äl^nlid^e 
3lbbilbung i/^ Don T, ba^ ^ (T) ein ed^tet %^t\\ oon T toitb, fo 
fann man, tt)enn T SE^eil bon S ift, biefe ?lbbilbung i^ ju einet 
3lbbilbung (p bon 5 etweitetn, inbem man, njenn s itgenb ein 
ßlement bon S bebeutet, g) (s) := i^ (s)* obet 9? (s) = s fe^t, je 
nad^bem s Clement bon T ift obet nid^t. S)iefe ?lbbilbung (p ift 
eine öl^nlid^e; bebeuten nämlid^ a, h betfd^iebene ©lemente bon S, 
f ift, menn fie jugleid^ in T entl^alten finb, ba§ Silb (p(d) = il; (a) 
betfd^ieben bon bem Silbe (p(b) = t{b), tvexl ^ eine ä^ntid^e 
3lbbilbung ift; toenn fetnet a in T, 6 nid^t in T cntl^alten ift, fo 
ift (p(a) = ilf (a) betfd^ieben bon (p(b) = b, njeil 1/^ (a) in T 
entl^lten ift; menn enblid^ mebet a nod^ h in T entl^alten ift, fo 
ift ebenfalls (p{a) = a betfd^ieben bon 9 (6) == b, toa% ju jeigen 
njat. ®a fetnet '^ (T) Sll^eil bon T, alfo nac^ 7 aud^ %^t\i bon 
8 ift, fo leud^tet ein, bafe aiid^ 9? {S)iS ift. ®a enblid^ ^ (T) 
ed^tet %\)vX bon T ift, fo giebt e§ in T, alfo aud^ in S ein ßle«: 
ment t, meld^eS nid^t in t^ (T) = g? (T) entl^alten ifl; ba nun 
baS 33itb (p (s) jebeS nid^t in T entl^altenen Elementes s felbft — s, 
alfo aud^ bon t betfd^ieben ift, fo lann t übetl^aupt nid^t in (p (S) 
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entl^altcn fein; mitl^in ijl (p(S) ed^tcr %J)e\l don S, unb fDlglid^ 
ijl S unenblid^, to. j. b. ». 

6^9. @a|j 3ebcS ©Aftern, mcld^ einem Il^eile eines enblid^en 
©9jlem§ ä^nli(]^ ift, iji felbft enbli(^. 

®er »emeiS folgt ouS 67, 68. 

70. ©oj. 3fi a ein glement bon S, unb ift ber Snbegriff T 
oller Don a Detfd^iebenen Elemente öon 8 enbli^ , f o ift anä) S 
enblid^. 

Semeis. SBir l^oben (na(3^.64) ju jeigen, bo^, menn q> irgenb 
eine ä^nlid^e Slbbilbung bon S in fid^ felbft bebeutet, ba§ Silb 
9 (S) ober S' niemofö ein e^ter X^eil öon S, fonbern immer = S 
ift. Offenbar iji S = Jl {a, T), unb folglici^ mi^ 23, menn bie 
SBilber mieber burd^ Slccentc bejeic^nct »erben, iS' == ül {a! T), 
unb tt)egen ber Slel^nlid^teit ber Slbbilbung y ift a' nid^t in T 
entl^alten (26). ®a ferner nad^ 3lnna]^me S'iS ift, fo mu^ a! 
unb ebenfo JebeS Clement t)on T entmebcr = a, ober Clement 
t)on T fein. SBenn ba^er — meldten tSfofl mir junäd^ft be^anbeln 
motten — a nid^t in T enthalten ift, fo mufe T'^T unb folglid^ 
T' z=i T fein, meil g> eine äl^nlid^e 5lbbitbung, unb meil T ein 
enblid^eS ©^ftem ift; urtb bü a', mie bemcrft, nid^t in T', b. f). 
nid^t in T entl^alten ift, fo mu^ a' == a fein, unb folglid^ ift in 
biefem gfoHe mirtlid^ S' = S, mie bel^ouptet mar. 3m entgegen* 
gefegten gatte, menn a in T' entl&alten unb folglid^ baS Silb V 
eines in T entl^altenen ©lementeS b ift, motten mir mit U ben 
3nbegriff atter berjenigen Elemente u t)pn T bejeid^nen, meldte bon 
b öerfd^ieben finb; bann ift T — i« (6, U), unb (nad^ 15) 
S = M {a, b, C7), alfo. S' = M « a, J7'). SBir beftimmen 
nun eine neue Slbbilbuhg ^ öon T, inbem mir f\> (p) == a^ unb 
attgemein ^(m) = m' fe^en, moburd^ (nad^ 23) ^(r) = iH(a', ?7^ 
mirb. Offenbar ift ^ eine öl^nlid^e Slbbilbung, meil tp eine fold^e 
mar, unb meil a nid^t in 77, alfo aud^ a' nid^t in f/' enthalten ift. 
®a ferner a unb jebeS (Slement m berfd^ieben bon 6 ift, fo mufe 

2* 
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(tot%tn. bet ^el^nlid^teit bon 9) attd^ a' unb. jebeS Clement u' 
berf (Rieben bon a unb folgßd^ in T enti^alten fein; tnitl^tn iß 
^(»(T)^^, unb ba T eriblid^ ift, fo mup *.(T) = T, alfo 
Jtt (»', V) = T fein. §ierau8 folgt oBet (no(J^ 15) 

Ül (a', a, ü') = Jl (a. T), . 
b. 1^- ntt4) bem Obigen S' = 8. ?Ufo ifi oud^ in biefem goöe 
ber erforberlic^e SeweiS gefftl^tt. 

ßinfad^ uncnbliij^e ©^fteme. 9feil^e ber natürlichen 

71. ßrflärung. ßin ©Aftern N l^cijgt einfad^ uncnbUd^, 
toenn e§ eine fold^e ä^nlid^c 9l6biibung 9 Don N m \\ii felbft 
gtebt bä^ N ol§ flette (44) eines Elementes erjd^eint, weld^eS nid^t 
in 9? (W) enthalten ijt. SBir nennen bie§ ßlement, ba§ tt)ir im 
golgenben burci^ bQ§ ©i^mbol 1 bejeid^nen wollen, bQ§ ®runb» 
element Don iV nnb jagen jugleici^, ba§ einfaij^ unenblit^e ©Aftern N. 
fei burc!^ bieje Slbbilbung g? georbnet. Sel^alten tm bie frül^eren 
bequemen 33ejeid^nungen für bie Silber unb Jfetten bei (§. 4), fo 
befielet mitl^in ba§ SBefen eines einfad^ unenbli(i^en ©^ftemS N in 
ber ßjiftenj einer 5lbbilbung 9? öon 'N unb eine§ 6lemente§ l, bie 
ben folgenben Sebingungen a, ß, y, S genügen: 

^ «. m^N. 

ß. N=lo. - 

7. ®ü§ ©lement 1 ift ni^t in N'. enthalten. 

ö. 3)ie «bbilbüng 9 ift ö^nlic^. 
'Offenbar folgt au§ «, y-, d, ba^ jÄeS einfati^ unenblid^c 
^9ftem N tt)ir!li(3^ ein unenblrd^eä ©Aftern ip (64), toeil eS einem 
ai)\m %W^ N' feiner f etb jl ä^tüic^ ift. 

72. ©a^. 3Sn ieberii unenblii^en ©^fleme S ift ein ein^aä^ 
unenblidbeS ©^ftem N aläi %^i\i entl^alten. 
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^etüt\%. @3 giebi naä) 64 eine fot(](|e ül^nli^e Sbbilbüng q> 
4)on 8, bog 9 (S) ober S' ein rietet %f)t\l üon Ä tt)itb; e§ giebt 
cilfo ein Clement 1 in S, meld^eS nid()t in S' entgolten ift. ^ie 
Sette N= U, beleihe biefer «bbilbung 9 be§ ©#emS Sin \\ä) 
felbft entfpridöt (44), ift ein cinfaii^ unenblid^eS/ burd^ 9 geötbneteS 
©Aftern; benn bie (i^atafteriftijd^en Sebingungen cc, ß, y, d in 71 
finb offenbar fämmtli^ etfuttt. 

73. gröärung. SBenn man bei ber SBetrad^tung eines einfacj^ 
unenbliiä^en , burd^ eine Slbbilbung 9 georbneten ©^ftemä N bon 
ber befonberen Sefiä^offenl^eit ber glemente gän5n(]^ abfielet,. lebiglid^ 
il^re Unterfd^eibbdrfeit feftl^ält unb nur bie 93eiiel^ungen auffaßt, in 
bie fie burd^ bie orbnenbe ^bbilbung 9 %\x einonber gefegt finb, fo 
l^ei^en biefe Elemente natürlid^e 3a]^len ober Orbinaljal^Ien 
ober aud^ fd^Ied^tl^iu 3^^^^, unb baS ©runbelement 1 l^ei|t bie 
©runbio^I ber Serienreife K 3« MdS\^i auf biefe S3e:= 
freiung ber (Elemente Don jebem anberen Snl^alt (Sttbftraction) !ann 
man bie "^oijXtn mit Steii^t eine freie ©d^öpfung be& ntenfc^ilid^en 
@eifte§ nennen. 2)ie Seiiel^ungen ober ©ejeje, toeld^e ganj aBein 
au§ ben 33ebingungen n, ß, y, d in 71 abgeleitet »erben unb beS« 
l^alb in allen georbneten einfad^ unenblid^en ©^ftemen immer bie» 
felben finb, mie auc^ bie ben einzelnen Elementen 5ufällig gegebenen 
9{amen lauten mögen (t)ergl. 184), bilben ben näd^ften @egenftanb 
ber SBiffenfd^aft bon ben 3^^!^^ ^^^ ^^"^ 5lrit]^metif. 
3luS ben allgemeinen 33egriffen unb ©ä|en beä §. 4 über 2lb» 
bilbung eineö ©^ftem§ in fid^ felbft entnel^men mir junäd^ft un« 
mittelbar bie folgenben @runbf(l|e, mobei unter a, 6... m, n... 
ftet§ Elemente bon JV, alfo 3öi&kn, unter J., J5, C... Xl^eile bon 
^, unter a', V ... m', n* ... AI, JB', C .'. bie entjpred^enben 
Silber berftanben merben, meldte burc^ bie orbnenbe 5lbbilbung ^> 
erjeugt unb ftets loieber Elemente ober X^eite bon JV finb; ba§ 
35ilb w' einer 3ol^l w mirb aud^ bie auf n folgenbe 3<i'&I 9^= 
nannt. 
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74. ©Q^. 3ebc QafjH n i[t mä) 45 in il^rer Äette Wo cnt» 
l^alten, unb naä) 53 ift bie SBebingung nimo gleici^toertl^ig mit 

75. ©a|. 3ufol9C 57 ijK — (ne>)' = (w')o. 

76. ©tj^. 3ufoIgc 46 ift n'oino. 

77. ©o|. Siifolge 58 ift Wo = ÜÄ (w/n^). 

78. ©a^. 6§ ift JV= iK(l, JV'')' ölfo ift jebe bon ber 
©turibjal^I 1 bcrf c^iebene '^(änX ßlctncnt üon ^', b* % SSilb einer 

2)ey S3en)ci§ folgt qu§ 77 unb 71. 

79; ©0^. JVift bie einjige 3öl&lenlette, in xoAiitx bie ©runb* 
iol^l 1 entl^alten ift. 

SeioeiS. S)enn wenn 1 ©lement einer Söl&l^nfetteZ' ift, fo 
ift nod^ 47 bie jugeptige MitNiK, folglid^ Nz=zK, meil felbft- 
berftänblid^ KiN ift 

80. @a| ber Doüjiftnbigen 3nbuction (©d^Iufe bon n auf w'). 
Um jü bemeifen, bofe ein ©q| für aüe S^^Ien » einer Äettc «Wo 
gilt, genügt e§ ju jeigen, 

9. bafe er für n = *w gilt, unb 
. 0. ba^ . aus ber ©ültigleit be§ ©a|e§ für eine 3^^! >* ber 
Sf ette mo ftets feine ®ültig!eit aud^ für bie f olgenbe 3ö^I »^' f olflt. 

.2)ie§ ergiebt fid^ unmittelbar aus bem aflgemeineren ©a^e 
59 ober 60. 5lm l^äufigften loirb ber gaH auftreten, wo w = 1, 
aljo mo bie öolle 3fl^krti^cil^^ ^ ift. 

©rötere Unb üeinere 3ol&len. 

^ 81. ©a|. 3ebe 3^^! w ift Derjd^ieben bon ber auf fie folgen- 
ben 3# ^'. 

aSetoeiS burd^ boüftönbige 3nbuction (80). S)enn 
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Q. ber ©a^ iji toa^t für bic 3«^l n = l, toeil fic nid^t 
in JV' enthalten i[t (71), mäl^rcnb bic folgenbc 3a^I 1' öK »Üb 
bct in ^ entl^altenen 3^^ 1 ©lemctit t)on JT' ift. 

ö. SP ber ©ä^ lool&r für eilte Soifjl n, unb fe^t mon bte 
folgenbe 3ö^t n' = p, |o ift n berjd^ieben Don p, tt)orau§ nad^ 
26 wegen ber Siel^nliclfeit (71) ber orbnenben ?ib6ilbung 9 folgt, 
bo& w', olfo p berfd^ieben oon y ift. 9Kitl&in gilt ber ©a§ aud^ 
für bie auf n folgenbe 3^^^ P, to. j. b. lo. 

82. @a§. 3n ber 33ilb!ettc Wo einer 3^51 » ift itt)ar (nQ(i^ 
74, 75) beren 33ilb n', nici^t ober bie 3ol^l w felbft entl^alten. 

Semeis burd^ üoajiänbige 3nbuction (80). ®enn 
Q, ber @a^ ift hjal^r für w = 1 , meil Vo = N\ unb meil 
nad^ 71 bie ©runbjol^l 1 nid^t in N' entl^alten ift. 

a. 3fi ber @o§ loal^r für eine 3^^! >*/ unl> f^|t man lieber 
n' =2)/ fo ift w nid^t in Po entl^alten, alfo berfd^ieben Don jeber 
in Po entl^altenen 3<^^l 2/ morauS megeri ber Slel^nlid^feit bon 9 
folgt, ba^ n*, alfo p berfd^ieben Don jeber in p'o entl^altenen 3^^! ^t 
alfo nid^t in p*o entl^alten ift. SWitl^in gilt ber ©a^ aud^ für bie 
auf n folgenbe 3ö^l p, to. %. b. tt). 

83. ©a^. ®ie »ilblette Wo ift ed^ter S^eil ber ftette n,. 
®er Sett)ei§ folgt .au§ 76, 74, 82. 

84. ©aj. Stu§ mo = Wo folgt m = n. 
SSemeiS. 2)a (nad^ 74) m in nio entl^alten, unb 

Wo = Wo = Ül (w, n;) 
ift (77), fo müfete, toenn ber ©a^ falfd^, alfo m berfd^ieben t)on n 
tt)öre, m in ber flette w« entl^alten, folglid^ nad) 74 aud^ moin'o, 
b. 1^. Wo 9 Wo fein; ba bieS bem ©a|e 83 miberfprid^t, fo ift unfer 
©a| bemiefen. 

85. ©a$. SBenn bie 3öl^I ** tii^t in ber 3ö^Ienfette K 
enthalten ift, fo ifi Kin'o. 

Semeis burd& öollftänbige 3nbuctton (80). ®enn 
Q. ber ©a| ift nad^ 78 mal^r für w = 1. 



24 

ö, 3ft ber ©a^ toa^r für eine 3a^l W/ jo flu* ^^ ^ud^ für 
bie f olgenbe 3^^! j> = n' ; benn toenn p . in ber Sal^Ienfette K 
nid^t entl^alten ifi, fo fann nad^ 40 aud^ n nici^t in jST entl^alien 
fein, unb folglii^ ift mä) unferer ?lnna^nic Kin'o; bo nun 
(mä) 77) t?; = i?o = Ül O, !>;). alfo KiM(jp,Po), unb j) 
ni(jöt in K entl^alten ift, fo ntufe Kipo fein, to. j, t. tt). 

86. ©a^. aSJenn bic 3öi&I w nid^t in ber 3ol^Ien!ette K 
entl^alten ifi, todfjH aber i^r 35ilb w', f o ift Z" = w^- 

33eloei§. %a n nid^t in K entl^olten ift/ fo ift (nad) 85) 
-S:^w;, unb ba n'iE, fo ift nad^ 47 oud^ <9 JT, folglid^ iS:= w!,, 

tO. }. b. H). 

87. ©aj. 3n id>er 3öl&lenlette JK" giebt e§ eine unb (nad^ 84) 
nur eine !^a^ Tc, beren Äette Jco= K ift. 

SSemeiS. 3ft bie ©runbjo^I 1 in K enthalten, fo ift (nad^ 79) 
£"=^=10. 3m entgegengefe^ten fjafle fei Z ba§ ©Aftern 
oller nid^t in K entl^altenen 3ö^Ien; ba bie ©runbjdl^l l m Z 
entgolten, aber Z nur ein ed^ter Sl^eil ber S^I&knrei^e N ift, 
fo fann (nad) 79) Z feine «?ette, b. f). Z* fann nid^t 3:^eil t)on 
Z fein; eS giebt bal^er in Z eine 3ö1^I w, beren 33ilb vJ nid^t 
in Z, difo gemife in jBT entl^alten ift; ba ferner n in Z, alfo 
nid^t in K enthalten ift, fo ift (nad^ 86) K= wi, alfo ä = n', 

tt). }. b. tt). 

88. ©a^. ©inb m, w öerfd^iebene 30^1^"^ f^ ^P ^'"^ ""b 
(nad() 83, 84) nur eine ber Letten Wo, no ed^ter X^eil ber anberen, 
unb jwar ift enttoeber no^m'o, ober mo^vio* 

SetüeiS. 3ft n in mo entl&alten, alfo nad^ 74 dud^ no^mo, 
fo fann m nid^t in ber Äette Wo entl^alten fein (meil fonft nod^ 74 
tiud^ Wo 3 Wo, alfo Wo = Wo, mithin nad& 84 aud^ w = w »äre), 
unb l^ieraus folgt nad^ 85, ba^ Wo9mo ift. 3m entgegengefe|ten 
gafle, tt)enn w nid^t in ber ßette w« enthalten ift, mu^ (nad^ 85) 
mo^wi fein, tt). j. b. tt). 
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89. gtöärunfi. ®ic 3a^I m ^ci&t !I einer al§ ble 3a^I n 
unb iugleiij^ l^ei^t n größer al§ m, in 3^^^" 

m < w unb n > m, 
toenn bie Säebingung 

erfüllt ift, loeld^e mä) 14: au(i) i\xx,ä) 

ou§gebrü(ft tt)erben lann. 

90. ©Q^. ©inb m, n irgenb toelci^e S^^kn, f o fiubet immer 
einer unb nur einer ber folgenben fJöIIeA, ft, v ©tatt: 

A. w = w, w == w, b. 1^. Wo = Wo 

ft. m < w, w > m, b. 1^. fioifno 

V. m> n, w < m, b. 1^. moin'o. 
IBetoeiS. S)enn menn l ©tait finbet (84) , f o. lonn tt)eber ft 
no(3^ V eintreten; toeil nai^ 83 niemals no^n'o ift. SBenn aber A 
x(\iii ©tatt finbet, fo tritt na(^ 88 einer unb nur einer ber fJäKe /i, 
V ein, to. j. b. tt). 

91. ©a§. 6§ ift w < w'. 

S3ett)ei§. 2)enn bie SSebingung für ben Sau v in 90 mirb 
burd^ m = n' erfüllt. 

92. grflärung. Um auSjubrütf en , ba^ m entmeber = n 

ober <n, alfo nid^t >n ift (90), bebient manfid^ ber 33e« 

jeid^nung 

m ^ »f ober aud^ n'^m, 

unb mon fagt, m fei pd^ftenö gleid^ w, unb n jei mi'nbeften§ 

glcid^ m. 

93. ©a^. 3ebe ber Sebingungen 

m ^ w, »I < n', Wo3mo 
ift glei(i^tt)ert]^ig mit jeber ber onberen. 

Setociö. ®enn »enn m^n, fo folgt quo A, /i in 90 immer 
Wo^Wo, meil (nad^ 76) m'oimo i[t. Umgetel^rt, toenn Uoimo, 
alfo nad^ 74 audj) n i nio ift, f o folgt au§ w« = ill (m, mj,), bafe 
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entmebcr n = m, ober ninio, i. ff. n> m ift. 9Ritl^m ip bic 
Sebingung m ^ w gleid^mcrtl^ig mit n« ^ »Wo. SluBerbem folgt ouS 
22, 27, 75, bafe btefc S3ebingung no^w« toicbct gleid^loertl^ig mit 
Wo 3 mo, b. 1^. (imd^ ft in 90) mit ife < n' ift, h), j. b, tt). 

94. ©aj. 3cbe bcr S3ebingungen 

m' ^ w, w' <: w', m < n 

ift gleici^ioertl^ig mit j[cbcr ber onbcrcn. 

S)ct Semci§ folgt unmittelbor ouS 93, tocnn man bort m 
\>mä) m' erjejt, unb ouS [i in 90. 

95. ©a§. SBenn Z < m unb m ^ n, ober loenn Z ^ m 
unb m < w, fo ift Z < w. 3Benn aber l^m unb m ^ n, 
fo ift l ^ w. 

Sett)ei§. 2)enn au§ ben (na(]^ 89, 93) entjpre^enben Se« 
bingungen moHo unb Wo9mo folgt (nad^ 7) noUo, unb baffelbe 
folgt aud^ au§ ben Sebingungen nioVo unb Wo3wi, toeil jufolge 
ber erfteren aud^ moilo ift. ©nblid^ folgt au§ nioilo unb n^^mo 
aud^ Uoilo, tt). j. b, tt). 

96. ©a|. . 3n jebem Sl^eile T tyon N giebt eS eine unb nur 
eine Ileinfie 3^^! h b. 1^. eine ^af)l k, tt)eld&e Meiner ift al§ jebe 
anbere in T entl^alterie Sal^I. Seftel^t T *auS einer einzigen Sal^I, 
fo ift biefelbe. aud^ bie Ileinfte "^(Aji in T. 

S3ett)ei§. ®a To eine Äette ift (44), fo giebt e§ nad^ 87 eine 
3a^l fc, bereu ftette ä^ = To ift S)a l&ierauS (nad^ 45, 77) 
TiM {h, K) folgt, fo mu^ junöd^fi ä felbp in T enthalten fein 
(tt)eil fonft T^ÄJ,, alfo nad^ 47 aud^ ToiK, b. J^. KiK tt)äre, 
tt)a§ na(^ 83 unmöglid^ ift), unb aufeerbem mufe jebe Don k Der« 
fd^iebene 3^^! ^^^^ ©tiftemS J in K entl^alten, b. 1&. > ä fein 
(89), tt)orau§ jugleid^ nad^ 90 folgt, bafe eS nur eine eiuiige fleinfte 
3al&l in T giebt, tt). j. b. m. 

97. ©a§. S)ie fleinfie 3a]^l ber ftette no ift w, unb bie 
©runbjal^l 1 ift bie tleinfte aller 3öi&len. 
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Semeis. Xenrt naä) 74, 93 ift bie Sebingung m^fio gleid^» 
loert^ig mit m'^n. Ober e§ folgt unjer @a| aud^ unmittelbar 
ous bem Setprtfe be§ öorl&crgel^enben @Q|e§, tpeil, nienn bofelbft 
T= fio angenommen mitb, offenbar 1c = n loirb (51). 

98. ßrllörung. • 3ft n irgenb eine gal^l, fo looDen mir mit 
Ä b(J§ ©Aftern aller S^l^Icn bejeidönen, mel^e nid^t größer 
als n, alfo ni(j^t in Wo entl^alten finb. ®ie Scbingung 

miZn 

ift naci^ 92, 93 offenbar gleid^toertl^ig mit jeber ber folgenben a9e= 

bingungen : 

m^ n, m <: n', fioinio, 

99. ©a&. 6S ift HZ« unb n^Z«. 

®er Semeis folgt aus 98, ober aud^ aus 71 unb 82. 

100. ©a|. 3ebe ber nad^ 98 gleid)mertl^igen Sebingungen 

miZn, m ^n, m <i n\ fioinio 
ift au^i gleic^mertl^ig mit ber Sebingung 

Semeis. S)enn menn m i Zn, alfo m ^ n, unb menn l i Z^,, 
alfo l ^ m, fo ift nad^ 95 au(^ ? ^ ^, b. 1§. H^»; menn alfo 
miZn, fo ift jebeS ©lement l beS ©^ftemS Z„, anä) Clement bon 
Zn, b. 1^. ZtniZn. Umgefel^rt, menn Z^iZ^, fo mu^ nad^ 7 
aud^ miZn jein, meil (nad^ 99) miZn, ift, m. j. b. m. 

101. @a|. ®ie Sebingungen für bie pae A, fi, i; in 90 
laffen fi(^ aud^ in folgenber SBeife barfteüen: 

k. m = n, n r=zm, Z^^= Zn 
fi. m < w, w > m, Z„t' 9 Zn 
V. m ^^ n, n <: m, Zn' 9 Zm* 

2)er Semeis folgt unmittelbar duS 90, menn man bebenft, bap 
nad^ 100 bie Sebingungen Wo^m« unb Z^iZ„, gleid^mertl^ig finb. 

102. ©a^. (5S ift Zi = 1. 

Semeis. SDenn bie ©runbja^l 1 ift nad^ 99 in Z^ enthalten, 
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unb jebc bon 1 öerf(j^iebcne Sal^I \\i mä) 78 in U, alfo nad^ 98 
nid^t in Zi cntl&Qlten, m. j. b. tt). 

103. ©Q^. Sttfolge '^8 iji JV^ = ill {Zn. <). 

104. ©0^. 68 tft w = (S (Zn. no), b. ^. w ip ba§ ritiitge 
flemeinfomc 6hmcnt,ber ©^fteme Z„ unb Wo. 

;. .»etüdS.: «US »9 unb 74 folgt, ba^ t^ in Z» unb Wo ent- 
Italien ift; ober jebeS bon .» öctf(i^iebene ©lement hex Äcttc w« ift 
na(3^ 77 in n^, dfo nod^ 98 nid^t in Zn cntl^alten, tt). j. b. tt). 

105. ©0$. Sufolgc 91 , 98 ift bie 3a^I n' ni^t in Z« 
entl^olten. 

106. ©a§. 3[1 m < w, fo ift Zn, eistet Jl&eil tton Zn, unb 
umgetel^rt. 

a9ett)ri8. SBJenn m < w, fo ift (nad^ 100) Zn,iZn, unb ba 
bie nod^ 99 in Z„ enthaltene 3öi^l w naä) 98 niiä^t in Z,n ^nt» 
l^alten fein fann, tt)eil w > m ift, fo ift Zm ed^ter %^e\l tton Z^. 
Umgefel^rt, tt^enn Z^ eäjkx Sl^eil bon Zn, fo ift (nad^ 100) m^n, 
unb ba m nid^t = n fein fann^meil jonft aud^ Zn, = Z» tt)äre, 
fontu^ m < w fein, tt). j. b. tt). 

107. @a|. . Zn ijt ed^ter Sl^eil tton Zn. 

®er S3ett)ei§ folgt au§ 106, toeil (nad^ 91) w < n' ift. 

108. ©a^. Zn' = Jl (Z„, n'). 

Sen)ei§. 'Senn jebe in Zn^ entl^altene 30I&I ift (nad^ 98) ^ w', 
alfo enttpeber = n', ober <: w' unb folglid^ nad^ 98 Clement tton 
Zn; ntitl^in ift gett)i6 Zn^^i» (Z«, n'). 5)a umgefe^rt (nad^ 107) 
Zn^Zn' unb (nad& 99) w'^Z«/ ift, fo folgt (nad^ 10) 

itt(Zn,n03Zn, 
morauS fid(i unfer ©aj nad^ 5 etgiebt. 

109. ©a|. ®a§ »ilb Z; beS ©^ftemS Z„ ift ed^tet X^eil 
beS ©9ftem§ Zn^. 

33ett)ei8. S)enn jebe rn Zn entl^altene 30I&I ift ba§ SSilb m' 
einer in Z« entl^altenen 3o^l W/ unb ba m ^ w, alfo (nad& 94) 
m'^n', fo folgt (nac^ 98) Zn^Zn^ ®a ferner bie 3a^l 1 
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mä) 99 in' Znv aber näd^ 71 nid^t in bcm Silbe Zn entfallen 
fein lonn, \o ift Zi, ed^ler Ül^il Don Zn', to. j. b. tu. 

110. @a^. Zn. = M (1, Zi). ^ 

S3ett)ci§. 3ebe bon 1 berjij^iebene 3a^I bc§ ©t)Pem§ Zn^ ijl 
nad^ 78 b(i§ Sitb m' einer 3oi&l wi, unb biefe mafe ^ n, djo 
nod^ 98 in Z„ entl^atten fein (meil fonft m > w, alfo naii^ 94 
anä) m' > nf, m\if)\n m' mä) 98 ni(3^t in Z„r entl^alten ttjäre); 
aus m3Z„ folgt aber m'iZn, unb folglid^ ift gemi^ 

Zn'iMihZ;,). 

2)a umgefel^rt (nad^ 99) HZn, unb (naij^ 109) Z^iZn», fo 
folgt (nad^ 10) Jl (1, J?;)^^«. unb l^ierau§ ergiebt fi^ unfer @a^ 
nad^ 5. 

IIT. ßrHörung. SBenn e§ in einem ©Aftern E öon "^(x^txi 
ein Clement g giebt, tt)eld^e§ größer ate jebe anbere in E enthaltene 
gai^l ift/ fo l^eipt ^r bie größte 3o^I be§ ©t)ftem§ i?, unb offen« 
bar fann e§ nad^ 90 nur eine f ol^ie größte 3^^! in E geben. 
Seftel^t ein ©Aftern au§ einer einzigen 3^^!/ fo ift biefe felbft bie 
größte 3a]^I be§ ©^ftem§. 

112. @a§. 3ufoIge 98 ift n bie größte 3a^I be§ @9ftem§ Z«. 

113. ©a^, ©iebt e§ in E eine grö^e 3a^I ^,Jo ift .J^3Z^, 
SemeiS, ®enn jebe in E enthaltene 30I&I ift ^g, mitl^in 

nad^ 98 in Zg entl^alten, tt). %. b. tt). 

114. ©afe. 3ft E SLl^e« eines ©^ftemS Zn, ober giebt e§, 
tt)aS baffeibe fagt, eine 3^^! ^ bon ber 3lrt, ba^ alle in jE? ent» 
l^altenen 3ö^kn -^ n finb, f befi^t E eine größte '^oS^l g. 

Scn}eiS. 3)a§ ©^jiem aller S^^I^n i>/ toeld^e ber Sebingung 
J5^Zp genügen •— unb naä) unferer Slnnal^me giebt eS fold^e — / 
ift eine Äette (37), weil nad^ 107, 7 aud^ E^Zp, folgt, unb ift 
bal^r (nad^ 87) = go, too g bie tieinfte biefer 3#fn , bebeutet 
(96, 97). es ift ba^er an^ EiZg, fotgüd^ (98) ift Jebe in E 
enthaltene Qa^ ^g, unb mir ^aben nur nod^ ju jeigen, ba^ bie 
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3al^I g felbjl in E entfallen ift. 2)ieS leud^tet unmittelbar ein, 
tt)enn g =^l i|i, meil bann (na(^ 102) Zg imb folglid^ awij E 
au§ ber einjigen 30I&I 1 befielet. 3ft aber g bon 1 öerf(j()ieben 
unb.folglid^ mi^ 78 baS Sitb / einer 3o^l/ fo ift (nad^ 108) 
EiM {Zp g); wäre nun g ni(!öt in JS enthalten, jo mlipte E^Z/ 
jein, unb e§ gäbe bal^r unter ben Qai)Un p eine 3# / toeld&e 
(nad^ 91) < gr i[t, toaSbem Obigen miberfprid^t ; mitl^in ift jf in 
E entl^alten, tt). j. b. tt). 

115. ©rflärung. 3ft Z < m unb m <:n, fo fagen tt)ir, bie 
3al^l m liege jwifd&en l unb n (au^ jwifdjl^n n unb Z). 

116. @a§. @§ giebt leine 3^5^/ i>i^ jtt)ij(^en n unb w' 
liegt. 

SSetoeiS. S)enn fobalb m < w', alfo (nad^ 93) m ^ n ift, 
fo lann nod^ 90 nid^t w <: m fein, tt). j. b. tt). 

117. ©a|. 3ft ^ eine 3a^I in Z aber nid^t bie fteinfte (96), 
fo giebt eS in T eine unb nur eine nö^lft fleinere 3alf|t s, b. 1^. 
eine 3^^! ^ bon ber ?lrt, ba^ s <zt, unb ba^ e§ in T feine 
itt)ifd^en s unb t Uegenbc !^af)l giebt. ßbenfo giebt e§, ttjenn nid^t 
etttja t bie größte 3# in T ift (111), in T immer eine unb nur 
eine näd^ft größere ^äi)l u, b. ^. eine 3^^ ^ ^on ber Slrt, ba^ 
i < w, unb bap e§ in T' feine jttjifd^en t unb 1* liegenbe 3# 
giebt. 3wglrid& ift Mn T nöd^ji größer ate s unb nöd^ft Heiner 
al§ M. 

Sett)ei§. Sßenn t ni(^t bie fleinfte 3a^I in T ift, fo fei E 
ba» Softem aller berjenigen 3ö^len bon T, tt)eld^e < t finb ; bann 
ift (nad^ 98) Ei Zu unb folglid^ (114) giebt e§ in E eine größte 
3al^I s, n^eldde offenbar bie im @a|e angegebenen ßigenfd^aften 
befi^t , unb aud^ bie einjige f oId(ie 3ö^I iP- ^Benn ferner t nid^t 
bie größte '^(Oji in T ift, fo giebt eS nad^ 96 unter allen ben 
3al^len tton T, tt)eldbe > f finb, gett)i^ eine Heinfte w, tt)eld^e, unb 
jjcoax allein, bie im @a|e angegebenen @igenfd^aften befiel, ßbenfo 
Ieuct)tet bie Stid^tigfeit ber ©d^lupemerfung beS ©a^e§ ein. 



31 

118. ©a^. 3n N ift bie Sol^t n' näd^ft größer aU n, unb 
w näd^ft Heiner oI§ w'. 

®er Semeis folgt ou§ 116, 117. 

§. 8. 
gnblid^e unb unenblidjl^ S^l^eile bet S^l&tenreil^e. 

119. ©a§. 3ebe§ ©Aftern Z„ in 98 \\t enbliiä^. 
Setoeiö burc^ öoflftänbigc Snbuction (80). S)enn 
Q. ber @o^ ift toa^x für w = 1 jufolge 65, 102. 

6. 3[t Zn enblid^, fo folgt au§ 108 unb 70, bafe au(i^ Z^' 
enblid^ ift, tt). j. b. m. 

120. @a^. ©inb m, w öetfcj^iebene !^a^Un, fo finb Z«, Z„ 
unä]^nü(^e ©^fteme. 

Semeis. 3)er ©pmmetrie megen bürfen mir mä) 90 an» 
nel^men, e§ fei w <: w; bann ift Zm Jiaä) 106 ed^ter Sö^eil don 
Zn, unb ba Zn naä) 119 mUxä) ift, fo tonnen (nad^ 64) Z^ unb 
Zn nid^t ö^nlici^ fein, m. j. b. m. 

121. ©a^. 3eber 3:i^eil 1? ber ga^Ienreil^e N, meld^er eine 
größte 3a^l befi^t (111), ift enblid^. 

2)er »emeiS folgt aus 113, 119, 68. 

122. ©a^. 3eber Sl^eil ü ber 3ö^lenrei]^e JY, mcld^er feine 
größte 3«^l ^^P&t ift einfad^ unenblid^ (71). 

Semeis. 3ft u irgenb eine 30I&I in CT, fo giebt e^ mä) 117 
in U eine unb nur eine nä(j^ft größere 3ö^l ölS m, bie mir mit 
t («*) bejei(|jten uub als Silb öon u anfeilen moHen. 2)ie l^ier« 
burci^ DoUflänbig beftimmte 9lbbilbung ^ beS ©^ftemS ü i)at offen« 
bar bie ©igenfd^aft 

b. 1^. TJ mirb bur(i^ i\} in fi(j^ felbft abgebilbet. ©inb ferner u, v 
öerft^iebene 3öi&l^n in ü, fo bürfen mir ber ©^mmetrie megen naci^ 
90 annel^men, eS fei m <: t?; bann folgt mä) 117 aiiS ber ^efini«« 
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tion öön t, "Oct^ t (w) ^ v unb v <:if (v), al\o (mäf 95) 
^ (w) < ^ (v) i[t; mitl^in finb mä) 90 bie Silber t {f^), ^ (v) 
t)er|(!^teben, b. 1^. 

*. bie «bbilbung ^ ift ä^nli(j^. 
Gebeutet ferner Mi bie Heinfte ga^t (96) beg @t|[tem§ ?7, fo iji 
jebe in U entl^altene Qa^ u^u^, unb ba aHgeinein m < ^f' (w), 
jo i[t (mä) 95) Wi < ^ (w), alfo ift u^ mä) 90 t)erf(^ieben Don 
^ (m), b. I^. . • ' 

y. ba§ glement % öon ü ift nm in ^ (ü) entl^älten. 
9Kit^in ift i^ (ZJ) ein echter 3:^eil öon D; unb folglii]^ ift IT nad^ 
64 ein unenblid^e^ ©tiftem. Sejeid^nen tt)ir nun in Ueberein« 
ftimmung mit 44, loenn V irgenb ein %^nl öon ü ift,. mit to ( O 
bie bei Slbbtlbüng ^ entfjwed^enbe Äette oon V, fo »oHen tt)ir 
enblici^ noä) jeigen, bo^ 

ift. 3n ber %^at, bajebe Joia^e «ette ^o (F) jufolge i^rer Defini- 
tion (44) ein Sl^eit be§ bur(3^ i^ in fid) felbft abgebilbeten S^ftemS 
ü ift, fo ift felbftderftänblid^ ^o (^i) i U) umgefel^rt leud)tet ou§ 
45 junäd&ft ein, bop ba» in U enthaltene Clement u^ gemi^ in 
^o(%) entl^alten ift; nehmen ttJir aber an, eS gebe (Slemente t)on 
?7, bie ni^t in i^o (wi) enthalten finb , f o muß eS unter il^nen 
nad^ 96 eine fleinfte 3ü^l tv geben, unb babiefelbe nad^ bem eben 
©efagten öerfd^ieben öonber fleinften 3o^l «*i be§ ©^ftemS O ift,, 
fö mu^ e§ nad^ 117 in ?7. aud^ eine '^a^l v geben, meldte nftd^ft 
tieiner al§ w ift, tt)orau§ jugleid^ folgt, .ba^ ti? =;= ^ (t;) ift; ba 
nun V .<: w^ , f mu^ v juf olge ber Definition t)on tc? getDip in 
^o («^i) entl^alten fein; ]§ierau§ folgt aber nad^ 55, ba^ aud^ ^ (v)/ 
alfo i(; in to (ui) entl^alten fein mu^, unb ba bieö im SBJiberfprud^ 
mit ber Definition oon tc fte|t, fo ift unfere obige ?lnnal^me un« 
julöffig; mitl^in-ift Uiilfo(th) unb folglid^ aud^ [7=>o(Wi), 
mie bel^auj)tet mar. 5luS «, ß, y, S gel^t nun nad^ 71 l^erDor, baß 
U ein burd^ 1^ georbneteS einfad^ unenblid^e§ Softem ift, m. j. b. m. 
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123. @o5. Sufolge 121, 122 ijt wflenb ein %^\l T in 
3ol^Ienreil^e N enbU^ obet einfad^ unenbli^, je nad^bem eS in T 
eine geölte ^afji %\ebt ober m(!^t giebt. 

• §.9. 

Definition einer Slbbilbung ber göl^lenreil^e buxd^ 

• . 3nbuction. 

114. SSßix be5ei(i^hen qu^ im golgenbcn mit tieinen lateinijö^en 
Su(]^ftaben gol^Ien unb bel^olten tiberl^upt olle SBejeid^nungen bet 
üorl^ergel^enben §§.6 bi§ 8 bei, niäl^renb Sl ein beliebige^ ©Aftern 
bebeutet, befjen Elemente nid^t notl^menbig in N entl^alten ju fein 
brau(i^en. 

125. @a^. 3ft ein^ beliebige (äl^nlid^e ober unäJ^nüd^e) Slb« 
bilbung eines ©^ftemS Sl in fid^ felbft, unb oufeerbem ein be« 
ftimmteS Clement cd in Sl gegeben, fo entfprid^t jjeber S^^ ^ ^"^ 
unb nur eine Slbbilbung tn be§ jugel^rigen, in 98 exfiärten 3«^len* 
f^ftemS Zn, tod^t ben SSebingungen *) 

I. M^n)i£l 
IL ^«(l) = fi) 

III. tn (f) = Otn (t)f toenn t < n, genügt too ba§ 3^i^^« 
fn bie in 25 angegebene Sebeutung j^ot. 

Semeiä bur(| öonftänbige 3nbuction (80). 3)enn 

p. ber ©Q^ ift toal^r für w == l. 3n biefem gafle beftel^t 
nömli(^ nQ(3^ 102 bo§ ©Aftern Zn ou§ ber einzigen 3q]^1 1, unb 
bie Äbbilbung ^i iji bal^er fd^ön burd^ II boflftänbig unb fo befinirt, 
bafe I erfüDt ift, mä^renb III gönjlid^ megfaflt. 

ö. 3ft ber ©Q^ mal^r für eine Q^ffl n, fo jeigen mir, bafe er 
anä) für bie folgenbe ßo^I jp = n' gilt, unb jmar beginnen mir 



*) 2)er 3)cutli(^!eit »cgcn l^abc id^ IjiieT unb im folgcnbcn @a^e 126 bie 
SSebingung I befonberS angefül^rt, obmol^l fie eigentlich j(i^o.n eine gfolge uon 
II unb III ift. 

3 
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mit bcm 9löc^w^ife, bap ef nur eiitc einjige ctttfpreddenbc Slbbtlbung 
^p bc§ ©5ftcm§ Zp geben farm. 3n ber 2:^at, genügt eine ^b- 
bilbung ^p ben S3ebiugüngen 

ir. 1^^ (1) = fi, 

Iir. ^p (m') = tp (*w), tt)enn. m <!>, fo iji in \f)X 
md) 21, meil Zn^Z^ i[t (107), aixä) eine Slbbilbung Don Z„ ent« 
l^olien, »eld^e offenbat benjelben Sebingungen 1, II, III genügt 
toie /^ny M^b folgl.i(i|| mit tn gänjlijij^ übereinfiimmt; fiir alle in 
Z« entl^altenen, aljo (98) für aUe Qa^Un m, bie <i>, b. 1^. ^ w 
finb, muß bal&et 

% (m) = ^n (m) (m) 

fein, worauf al§ befonberer gfall mi^ 

tp (n) z=z itf^(n) (n) 

folgt; ba ferner |) na(j^ 105, 108 bie einjige nid^t in Zn entl^altene 
3a|)l beS S^ftemS Zp ift, unb ba mä) III' unb (n) auä) 

■ tp{p) = 0^i}nin) (p) 

fein mup, fo ergiebt fici^ bie 9ti(i^tigfeit unferer obigen SJe^auptung, 
bafe es nur eine einjige, ben Sebingungen F, 11', III' genügenbe 
,5lbbilbung ^^ be§ @9ftem§ Zp geben fann, meil i//p burd^ bie eben 
abgeleiteten 33ebingungen (m) unb (jp) üollftänbig auf ^n iurürf» 
geführt ift. 2Bir l^aben nun. ju jeigen/ bap um^efel^rt biefe burd^ 
(m) unb (p) üodflänbig beftimnite 9lbbilbung tp beS ©9ftem§ Zp 
mxtüä) ben 3iebingungen T, 11', III' genügt. Offenbar ergiebt fic^ I' 
au» (m)unb {p) mit Sürffidjt auf I unb baiauf, baß ö(ß)3ß 
ift. ebenfo folgt 11' au§ (m) unb H; loeil bie ßaiii 1 nad^ 99 
in Zn enthalten ift. SDie SRidjtigleit t)on III' folgt äunä# für 
biejenigen S^l^len m, ml^t < n finb, auS (m) unb III, unb für 
bie einjige nod^ übrige 3ö^,l m = n ergiebt fie fid& auS (p) unb (n). 
hiermit ift Dodftönbig bargetl^an, ba^ auf ber ©ültigfeit unfereS 
®a^e§ für bie ^at)l n immer aud^ feine ©ültigfeit für bie folgenbe 
3a^l i) folgt, m. j. b. m. 



« 
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126. ©ä^ ber Definition Äiir^ Snbuction. SP «ne beliebige 
(äl^nüd^e ober unäl^nliii^e) Slbbilbung eine§ ©^fteipS ß in fi(J^ 
felbft , unb aufeerbem ein beftimmteä 6lement cj in ß gegeben , jo 
giebt e§ eine unb nur eine 5lbbilbung ^ ber ^öi&Ienreil^e JV, meldte 
ben SSebingungen - ^ 

I. ^{N)i£l 

IL ^(1) = £0 

III. ^ (n') = Ö ^ (n) genügt tt>o h jebe 3ö51 bebeutet. 

Sett)ei§. S)a, tt)enn e§ mirWt^ eine fold^e 9lbbilbung ^ giebt, 

in il^r noc^ 21 ani) eine ?lbbilbuhg tn be§ ©^jtemS Z« entJ^oIten 

ift, tt)eld)e ben in 125 angegebenen Sebingungen I, II, III genügt, 

fo mufe, toeil es ftet§ eine unb nur eine fold^e ?lbbilbung ^n giebt, 

hotl^toenbig 

xlf (n) = ^n (n) (n) 

fein. ®a l^ierbur^ t boflftönbig beftimmt tft, fo' folgt, bo^ e§ qu(^ 
. nur eine' einjige folc^e 9](bbilbung ^ geben fünn (öergf. ben B6)lu^ 
t)on 130). ®afe umgefel^rt bie bmd) (n) beftimmte 2lbbilbung i^ 
anä) unjeren 55ebingungen I> II, III genügt; folgt mit Seid^ti^« 
feit au8 (n) unter Sßerüdffid^tigung ber in 125 beroiefenen -ßigen« 
f(ä^aften I, II, unb (p), w. j. b. to. 

127. @a^. Unter ben im öorl^erge^enben ©a^e gemad^ten 
3Sorauöfe|ungen tft 

m T irgenb einen Sl^eil ber "^(si^Umtait N bebeutet; 

S9emei§. Denn »enn t jebe S^^ be» ©^flemS T bebeutet, 
fo befte^t t{T') ou§ oHen glementen t(V), unb dif(T) ai\^ 
oflen Elementen ö ^ (0; ^ierau§ folgt unfer ©a^, meil (nnd^ III 
in 126) ii;(t') = et(t) tft. 

128. @a|. Sel^lt man biefelben SorauSfe^ungen bei unb 
bejeW^net man mit Öo bie ftetten (44), toeld^ ber 3lbbilbung be§ 
@^ftem§ Sl in fic^ felbfl entjprei^en, fo ift 

,i, (N) = 00 (a>). 

3* 



1 
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SemeiS. SBit ' jergen junä(j^ft but^ boBftänbige ^nbuction 

(8Ö)/bQ| '. 

b. 1^, ba^ jebeS Silb VW.öud^ ßlement toon öo(«) ift. 3n 
ber %i)a\, 

Q. biefer ©a^ ifl xoaifx für w = l, toeU (na^ 126. II) 
^ (1) = (ö, unb tüeil (nad^ 45) coiOo («) ift. 

<J. 3P ber @q^ toal^r für eine Sol^l w, ift djo V'W^öo (w), 
fo ift nod^ bb'auä) Oi'il^ (n))ißoi(o), b. ^. (nac^ 126. III) 
t (w') 3 00 («j) , alf gilt ber @a| oud^ für bie f olgenbe Qafji n\ 
ID. j. b. ip. ^ 

Um ferner jii bereifen, ba^ jebeS Clement v ber ff ette Öo (w) 
in ^ (JV) entl^alten, bafe aUo 

ift, menben mir ebenfalls bie öoHftänbige 3nbuction, nönrlid^ben 
üuf Ä unb bie^bbilbung Ö übertragenen @q| 59 an. 3h ber X^at, 

Q. ha^ ßlement co jft = * (1), olfo in ^ (N) entl^alten. 

0. 3ft V ein gemeinjame§ ßtement ber ffette Oo (w) unb be§ 
@9ftem§ .^ (N), fo ift v = ^ (n), loo n eine Sal^l bebeutet, unb 
hieraus folgt (natti 126. Ill) ö (v) — ß ^ (n) = t {n'), mithin 
ift au^ ft (v) in t (N) entl^alten, U). j. b.^tt). 

?lu§ ben bemiefenen ©ä§en ^ (JV^) 9 öo («) unb öo («>) ^ t (N.) 
folgt (nad) 5) t {N)= 6o (ßJ), n?. j. b. m. 

129. ©oj. Unter benjelben 550rau§fe^ungen ift allgemein 

ÖemeiS burc^ boüftänbige Snbuction 80. S:enn 

Q. 5)er Sa^ gilt jufolge 128 für n — 1, meil U = N unb 
i, (i) = cj ift. 

ö. 3ft ber ®a^ mal^r für eine ^affl n, fo folgt 

ö(i^(n,)) = 0(öo(^(n))); 
bo nun na(i^ 127, 75 

ö (t/; (w„)) = t (»'„), 
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unb na(i^ 57, 126. III, 

fl (00 (t^ {n))) = 00 (Ö (^ (n))) = flo (* (w')) • 

ifi fo ergicBt jt(i^ 

^«) = 0o(i/'(wO), \ - 

b. 1^. bet @o§ gilt aud^ für bic auf n folgenbe Z^^ **'/ «>• i- 6- w. 

130. aSemcrfung. Säcöor mir ju bcn mid^tigften Slniöcnbungeu 
be§ in 126 bemiefenen ©a$c§ ber Definition burd§ Snbuction über« 
gel&en (§.§. 10 bi§ 14), öerlol^nt e§ fit^ ber SWü^e, auf einen 
Umftanb aufmerlfam ju mad&en, bur(^ weld^en fid^ berfelbe bon bem 
in 80, ober bielmel&r fc^on in 59, 60 beioiejenen ©a^e-ber 5)enton» 
ftration burd^ Snbuct jon ' tüejentliij^ unter jci^eibet, jo na^e auc| bie 
SSertoanbtfd^aft jmifci^en jenem unb biefem ju fein fci^ei»^. SSßä^renb 
nämlid^ ber ©a^ 59 ganj aßgemein für jebe ffette Ao gilt, mo A 
irgenb ein 3:^eil eine§ bur(3^ eine beliebige Slbbilbung ^> in fid^ 
felbft abgebilbeten ©^ftemö S ift (§. 4), fo ber^ält eS ftd^ ganj 
anberö mit bem ©a^e 126, toeld^er nur bie ^xifienj einer toiber* 
fprud^Sfreien (ober einbeutigen) ^Ibbilbung i>, beS einfa(]^ unenblid^en 
@5ftem8 \o bel^auptet. SBoHte man in bem le^teren ©a|e (unter 
Seibel^altung ber S5orau§feJungen über Sl unb ö) m ©teile ber 
3ol^lenrei]^e lo eine beliebige ffette Ao auS einem* foId)en ©pftem S 
fe^en, unb etma eine ^bbilbung ^ üon Aq \m Sl auf äl^nlici^e 
SBeife toie in 126. II, III baburd^ bepniren, böj5 

Q. jebem Clement a üon A ein beftimmte§ au§ Sl geioöl^IteS 
©lement ^ (a) entfpred^en, unb 

<i. bafe für iebe« in A entl^oltwe ßlement n unb beffen 33ilb. 
n' = 9) (n) bie SSebingung t/; (»') = ö i<; (n) gelten foB, 
fo mürbe fel^r l&äufig ber goÜ eintreten, ba^ eS eine fold^e ?lb» 
bilbung ^ gar niij^t giebt, »eil biefe ^Bebingungen p, felbft bann 
nod^. in SBiberfprud^ mit einanber geratl^en f önnen, menn man aud^ 
bie in q entl^altene SBa^lfreil^it t)on üornl^erein ber Säebingung a 
gemäg befdjiräntt @in $eift)iel mirb genügen, um fid^ l^ierüon }U 
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übcrjeugett. 3[t ba§ auS bcn öerjiä^icbenen Elementen a unb 6 
bcftel^nbe ©Aftern 8 burci^ 9 jo in fid^ felbjl abgeWIbet , bafe 
a' = 6, 6' = a mirb, fo i[t offenbar üo = h = S\ t% fei ferner 
boS au§ ben berfd^icbenen Elementen ol, ß \xv!t> y beftel^enbe 
©Aftern a \>\xxii 6 fo in fid^ felbft abgebilbet, bafe («) = /3. 
d {ß) = y, d (y) == a toirb; Verlangt man nun eine fold^e 9lb« 
bilbung ^ üon a« in Sl, bafe ^ (a) = a, unb aufeerbem für j[ebe§ 
in Uo entl^altene (SIement n immer ^ (n') = ö ^ (n) wirb, fo ftöfet 
man auf einen SGßiberfprud^ ; benn für n = a ergiebt fid^ t (/>) 
= ö («) = /?/ unb ^ierau§ folgt für n = h, bafe ^(a)=ö(/3) = y 
fein müfete, TOäl^renb bod^ ^ (a) = a war, 

®iebt eS aber eine 9lbbilbung f bon ^o in iß, topl4)e ben 

r 

obigen Sebiiigungen q, 6 6f)r\t SBiberfprud^ genügt, fo folgt au§ 
60 leidet, ba| fie boüftönbig beftimmt ift ; benn wenn bie 3lbbilbung 
X benfelben Sebingungen genügt, fo ift aflgemein x{n) = iif {n\ 
weil biefer ©a^ jufolge g für ade in A entl^altenen (Elemente 
n = a gilt, unb Weit er, wenn er für ein Clement n öon Äo gilt, 
infolge c aui) für beffen 33ilb n' gelten mufe. 

131. Um bie Tragweite unfereS ©a^eS 126 inS Sii^t ju 
fe^en, tuoflen wir l^ier eine Setrad^tung einfügen, bie aud^ für 
anbere Unterf ud^ungen , j. 33. für bie f ogenannte (Sruppent^eorie 
nü^lic^ ift. 

SBir betrad^ten ein ©Aftern Sl, beffen Elemente eine gewiffe 
35erbinbung geftatten, in ber 9lrt, bafe au§ einem Elemente v burd^ 
ßintpirfung eines Elementes cd immer wieber ein beftiminteS Clement 
beffelben ©t)ftem§ Ä entfpringt, welches mit ca.v ober o v be» 
jeid^net werben mag unb im allgemeinen bon vo ju unter jd^eiben 
ift. üKan !ann bieS au^ fo auffajfen, bafe jebem beftimmten 
Elemente cd eine'beftimmte, etwö burd^ cd ju bejeid^nenbe Slbbilbung 
be§ ©5ftem§ Sl m fid^ felbft entfprid^t, infofern jebeS ßlement v 
ba§ beftimmte S3ilb a> (v) =: cdv liefert. SBenbet maft auf bief(?§ 
©^ftem Sl unb beffen glement ei ben ©a^ 126 an, inbem man 
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jugletci^ bie bott mit 6 bejeid^nete tSbbilbung bitrc^ «b etfe^t, fo 
cirtf|)ri(iöt jcber 3o^l n ein bcjltmmteö , in Sl cntl&oltene^i (glemcnt 
t (n), ba§ je^t burc^ boS Symbol o* bejeid^net metben mag unb 
bisweilen bie nte ^otenj bon co genannt tt)iib; biefer Segriff ift 
bo&ftftnbig ettlätt \>mä) bieM^m auferlegten Sebingungen 

' II. C}1 =;=: OJ 

III. O*' = 0£D*», 

unb feine ßjiftenj ift burd^ ben SemeiS beS ©aJeS 126 gefid^ert. 

. 3ft bie obige SBerbinbung ber ßlemente au^erbem fo bef^affen, 
baß für beliebige Elemente ii, v, cd ftetS o (r ft) = (o v) (i ift, 
fo gelten aud^ bie ©ä^e 

beren SBeweife leidet burij^ bj)nftänbige 3nbuction (80) ju fül&ren 
finb unb bem Sefer überIof|en bleiben mögen. 

3)ie borftel^enbe allgemeine Setrad^tung läfet fid^ unmittelbar 
auf foIgenbeS Seifpiel anwenben. 3ft 8 ein Softem öon beliebigen 
©lementen, unb Sl ba§ jugel^örige ©^ftem, beffen Elemente bie 
fämmtlic^en «bbilbungen v don S in fid^ felbft finb (36). fo laffen 
biefe Elemente fid^ nad^ 25 immer jufammenfe^en, meil v{S)iS 
ift, unb bie au§ fold^en 9tbbilbungen v unb oj jufammengefe^te 
3lbbilbung C3v ift felbft nneber ©Icment öon Ä. S)ann finb aud^ 
alle Elemente i»'» 3lfibilbungen bon S in fid^ felbft/ unb man fagt, 
fie entjlel^en biirc^ SSßieberfioIung ber 9lbbilbung - o. SSir moüen 
nun einen einfad^en Sufammenl^ang l^eröorl^eben, ber jmifc^en biefem 
SSegriffe unb bem in 44 ertlärten 33egriffc ber Äette coo (Ä) beftel^t, 
Wo Ä wieber irgenb einen %i)e\l Don S hcbeutet. Sejeid^^net man 
ber ftür je l^alber baS burd^ bie 9Jbbilbung ©♦• erjeugte S3iib c>« (Ä) 
mit An, fo folgt au§ III unb 25, bafe a (An) = An' ift. ^^m* 
(Ui§ ergiebt fid^ leidet burd^ üollftönbige 3nbuct?on (80), bafe aüe 
biefe ©^fteme An Steile ber ßettc coo (Ä) finb ; benn 

Q. biefe Se^auptung gilt jufolge 50 für n = 1, unb 
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0. mm fie für eine 3^^^ n gilt, fo folgt au§ 55 unb av^ 
Ji^^iiiQ (Af), bafe fie aud^ für bie f olgenbc 3öi&I n' gilt, w. j. b. to. 
5>a ferner na(ä^ 45 qu^ Ai^o (4) ift fo ergiebt fid^ ouS 10, bofe 
au(i^ ba§ QUS A unb aud allen Silbertl A^ )ufantmengefe|te 
©#em K%\^it\i bon cpo(4) ift. Umgelel^rt, ba (nod>v23) 0{K) 
au§ cö (J.) = 4i unb ouS allen ©^ftemen o (^n) = 4«., alfo 
(na(^ 78) au§ allen ©^ftemen An jufammengefe|t ift, toeli^e na(^ 
9 St^eile bon K finb, .fo ift (na(^ 10) G}{K)iK, b. ^. Ä" ift 
eine ffette (37), unb ba {mi^ %) AiK ift, fo folgt na(^ 47, bafe 
aud^ ©0 (4)^^ ift, ajlit^in ift g>o (4) = ^, b. ^. eS beft'e^t 
folgenber @a|: 3ji o eine 9lbbilbung eines ©^ftem§ S in fid^ 
felbft, unb A irgenb ein 3:]^eil bon S, fo ift bie ber Slbbilbung cj 
entft)red^enbe Sfette bon A jufaniniengefe|t au§ A unb aüen bur(^ 
Söieberl^olung bon » entjtel^enben Silbern aj*»(J.), SBir emt)fel^len 
bem fiefer, mit biefer Sluffoffung einer Jfette ju ben frül^eren @ä|ipn 
57, 58 jurüdtjulel^ren. - ; 

§. 10. 
S)ie Klaffe ber einfod^ unenblid^en ©^pcine. 

132. ©a^. Me einfaii^ unenblic^en^ ©^fieme pnb ber Sal^len» 
reil^e N unb folglid^ (na(^ 33) aviä^ einanber äJ^nlic^. 

Säeroeiä. (S§ fei ba§ einfad^ unenblid^e ©Aftern ü burd^ 
bie ?lbbtlbung 6 georbnet (71), unb eö fei o baö l^ierbet auf« 
tretenbe ©runbelement bon ß; bejeid^nen tt)ir mit öo toieber bie 
ber 9lbbilbung ö erttfpred^enben Letten (44), fo gilt nad^ 71 
3olgenbe§ : 

ß. a = do (ö). 

y. ö ift nid^t in (Ä) enthalten. 
d. 2)ie «bbilbung ö ift eine ä^nlid^e. 
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Sebeutet nun t bie in 126 befinitte ^bbilbung ber So^lentcil^e JV, 
fo frigt aus jS unb 128 junft^fl 

unb nrit l^aben bälget naä) H2 nur nod^ ju jeigen, ba^ t eine 
äi^nli^e ^bbilbung ift, b. 1^. (26) ba^ Detfi^iebenen ^affkn m, n 
an^ üerjd^iebene Silber t (♦w), t (w) entfprei^eji. Ser Symmetrie 
wegen bürfen »ir tio^ 90 annel^men, eS fei w > n, alfo mifio, 
unb ber ju betueifenbe @a^ lowmt barciuf l^inauS, ba^ ^(n) nic^t 
in if (n'o), alfo (nad^ 127) nid^t in ö ^ (n«) entölten ift. 3)ie§ 
bemeifen mir für jebe 3^^! w buri^ öoüftönbige Snbuction (80). 
3n ber Stl^at, . 

Q, biefer @a| gilt na^ y für n = 1, weil ^ (1) = &, unb 

^(l,)=:tf'(JV^)=Äift. 

ö, 3ft ber @q^ wo^r für eine 3^^^ ^^ fo gilt er Quci^ für 
bie folgenbe ^a^l n'; benn wäre ^(n'), b. 1^: 0ilf(n) in ÖV'«) 
entgolten, fo mü^te (mä} * unb 27) aud^ ^(n) in^(wi) ent« 
l^dlten fein/ mäl^renb unfere Slnnal^me gerobe boS ©egentl^eil tefdgt 
to, }. b. w. 

133. @a|. 3ebe§ ©Aftern / ttjeld^eS einem einfadft unenblid^en 
€9ftem unb folglii^ (naä) 132, 33) au(3^ ber Sa^Ienteil^e -N'äl^nlid^ 
ift ift einfaij^'unenbliiä^. 

SäemeiS. 3jl Sl ein ber 3al&Ienrei|e N ä]&nU(|eS ©#ni, fo 
giebt eS nad& 32 eine fold^e äl^nliii^e Slbbilbung ^ Don N, bafe 

'I. t/;(i^) = a 
mirb; bann fejen wir 

II. i/;(l) = e}. 
Sejeid^net mon nad^ 26 mit f bie umgef eierte, ebenfaQS ö^nlid^e 
Slbbilbung tjon Ä, fo entf<3ri(i^t jebem ©letnente v bon Si eine 
beftimmte 3al&t P (v) = n, nämli(^ biejenige, beren 39ilb ^ (n) = v 
ift. 3)a nun biefer 3a^l ^ eine beftimmte folgenbe 3fl^l 9 (**) = ^'^ 
unb biefer mieber ein beftimmte§ Clement ^ (w') in iJ^ entfprid^t 
fo gel^ört ju jebem (Elemente i/ be§ ©^ftem§ Ä aud^ ein beftimmte§ 
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Clement <; (n') bejfelben ©^ftcm§, btt§ mir als ®Ub öon v mit 

ö (v) bejeid^nen moHen. |)ietbur(j^ ift eine ^Kbbilbung 6 öon ß in 

fic^ jelbft üoKftQtibig benimmt*), unb um unseren ©a| ju bcmcifen, 

tt)oDcn mir jcigcn, ba& ß burd^ Ö al§ ciTifa(^ unenblic^eS <B\)\Um 

gcorbnet ift (71), b. 1^. bafe bie in bem Semeife öon 132 ongegc= 

bencn Sebingungcn a, ß, y, $ {ömmtlic^ erfüBt finb. S^wöd^jt 

leuchtet « aus ber Definition öon ö unmittelbar ein. S)o ferner jeber 

3a]^I n ein ©lement v = ^ (n) entf pri^t, für meld^eS fl (v) = ^ (w') 

mirb, fo ift allgemein 

III. ip (n') = e tif (n\ 

unb l^ierauS in 3Serbinbung mit I, II, a ergiebt fid|,.bafe bie 9lb» 

bilbungen 6, t alle SBebingungen beS ©a^eS 126 erfüllen; mithin 

folgt ß aus 128 unb I. 5la(3^ 127 unb I ift ferner 

^(^') = 0i^(iV) = ö(% 

unb l^ierauS in aSerbinbung mit II unb ber ?le]^nli(3^feit ber 2lb« 

bilbung ^ folgt y, meil fonft i^(l) in tlf{N'), alfo:(n(td& 27) bie 

SdfjH 1 in N[ entl^alten fein mü^te, maS (nad^ 71. y) nid^t ber 

^aU ift. SGBenn enbli(^ fc, v Elemente öon Sl, unb m, n bie ent» 

fU)re(i^enben 3^^!^^ bebeuten, beren Silber i> (m) ■= ^l, ^ (n) = v 

finb, fo folgt auS ber Sttnnal^me (i.{^) "^ 0(v) mä) bem Obigen,* 

ba^ ^ (m') = t^ (w'), l^ierauS megen ber .Sel^nlid^feit öon t/^, 9, 

bafe m' =z n', m = n, alfo au(ä^ ft =• v ift; mitl^in gilt au^ 8, 

m. j. b. m. 

134. Semerfung. 3iifölge -ber beiben öorl^ergel^enben ©ö^e 

132, 133 bilben afle einfa$ unenblii^en ©^ftemc eine ©laffe im 

©inne Don 34. 3w9l^5<ä^ leud^tet mit SüdEfid^t auf 71, 73 ein, bafe 

jeber ©a^ über bie 3^^'^^/ !*• ^- über bie (Elemente, w beS burd) 

bie 3lbbilbung tp georbneten einfad^ unenblid^en ©ijftemS 2V, unb 

imar jeber fold^e ©a|, in metd^em öon ber befonberen Sef (Raffen* 

l^eit ber ©lemente n gänjUd^ abgefe^en mirb unb nur öon folc^en 



*) Offenbar ift 6 bie no(^ 25 anS \^, g>, \f> jufammcnöefe^te ^Ibbilbung 
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Segriffen bie 9febe tft bie ouÄ bet ^norbnung 9 entjpringen, ganj 
aßgemetne ©ültigfeit anä) für jebeö anbere biir^ eine Mbbilbung 6 
georbnete m\aä) unmU\i)e ©Aftern £1 «nb beffen Elemente v 
befi^t, unb ba^ bie Ueberhagung \)on N auf ß (j. 33. auc^ bie 
Ueberfe^ung eineS aritl^metifd^en ©a^eS ou§ einer ©ptad^e in dne 
anbere) burd^ bie in 132, 133 beirod^tete ^bbilbung t gefc^iel^t 
meldte iebe§ Clement n t)on iV" in ein Clement v bon ß, nänili(| 
in t (w) beriDanbelt. S)ieje§ ©lement v lonn man bo§ n le (SIement 
Don Sl nennen, unb l^iernacj^ ift bie Qaffl n felbft bie nie Qafjl 
ber ^affiemex^t N. S)iejeI6e Sebeutung, meldte bie Slbbilbung 9 
für bie ©efe^e im ©ebiete N befijt infofern jebem Elemente n ein 
beftimmteS ©lement qp(n) =sr n' folgt, !omnit' nai^ ber burd^ ^ 
bemirlten aSermanblung ber 3lbbilbung ju für biefelben ©efeje 
im ©ebiete Sl, infofern bem burd^ SJerwanblung Don n entftonbenen 
©lemente v = ^ (w) ba§ hwxä) aSermanblung öon n' enlftanbene 
©fement d\v) ^= tj; (h^) folgt; man fonn bal^er mit Steigt fagcn, 
ba^ 9? bur^i rl^ \n üermanbelt toirb, nja§ fici^ f^mboltfti^ burd^ 
= ^9)^, (p z=zlif ß rif auSbrüdft. S)urd^ biefe Semcrfungen 
tt)irb, toie id^ glaube, bie in 73 aufgehellte ©rllärung beft Segriff eS 
ber Sohlen boUftänbig gere^tfertigt. SBir gelten nun ju ferneren 
9lntt)enbungen be§ Sa^e» 126 über. 



§•11- 
Slbbition ber Sa^Un. 

135. @rttörung. 6S liegt nal^e, bie im ©aje 126 bar» 
gefteüte S)efinition einer 2lbbilbung ^ ber S^^Ienreil^e N ober ber 
burd^ biefelbe beftimmten Function ^ (n) auf ben ^aU aniu=» 
toenben, mo bas bort mit Ä bejeid^nete ©^ftem, in meld^em ba§ 
Silb i^(iV') enthalten fein foü, bie Säulenreihe N felbft ift, toeil 
für biefe§ ©tiftem Ä fd^on eine ?lbbilbung Oon Ä in fid^ felbft 
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t)otltegt nämli^ bieieni^e %bbilbutig q), buvd^ tt)AjS)e N- al§ einfach 
uncnbli4ies ©Aftern gcorbnct ift (71, 73). S)ann loirb olfo £l = N, 
(n) = 9 (w) = n', mithin 

I. if{N)iN, 
unb eS bleibt, um i^ DoUjiönbig 5U beftimmen, nur no(i^ übrig, 
ba§ 6(ement & an^ H, b. 1^. au3 '^ na(j^ 33elieben ju tüö^Ien. 
3ltffmen wir w = 1, fo mirb t offenbar bie ibentijd^c 3lbbilbung 
(21) t)on N, meil ben Sebingungen 

*(1)=1, ^(n') = (i/^(n)y 
allgemein burd^ i^ (n) = n genügt wirb. ©oII alfo eine anbcre 
abbilbung t öon ^ erjeugt werben, fo mufe für o eine t)on 1 
öerfd^iebene, nod^ 78 in ^' entl^altene 3«^! W gewäl^lt werben, 
wo m felbft irgenb eine ^af)l bebeutet; ba bie Slbbilbung t offen« 
bar Don ber SBal^I biefer Qa^l m abl^ängig ift, fo bejeici^nen wir 
ba§ entft>re(]^enbe Silb il> (n) einer beliebigen ^affl n bur(i& baä 
©pmbol m -\- n, unb nennen biefe 3o^l ^i^ ©umme, weld^e 
(i\x% ber 3öl^I w burd^ 9lbbition ber 3öf^I w entfielet, ober !urj 
bie ©umme ber ^cXiXtXi m, n. 2)iefelbe iji bal^er nad^ 126 uoK- 
[tänbig befiimmt burij^ bie Sebingungen *) 

IL m -f- 1 = m' 
III. m + w' = (m -t~ w)'. 
136. ©aj. (S§ ift m' + n = w + n'. 
beweis burd^ boflftänbige 3nbuction (80)- 2)enn 
Q. ber ©a| ift wa^r für n = 1, weil (nad^ 135. II) 



*) ^ie obige, unmittelbar auf ben Sa§ 126 geörünbete (^rflörung ber 
«bbition fd^eint mir bie einfa(ftjte ju fein. 9Rü Sujiel^ung beS in 131 ent-- 
»irfelten S3e0riffe8 !ann man aber bie ©umme m -\- n auä^ buriä^ tpn (tn) 
ober aud^ burci^ 9/»« (n) befiniren, »00 q) wieber bie obige SSebeutung l^at. Um 
bie öoUftänbige Uebereinftimmung biefer 3)efinilionen mit ber obigen ^ju U: 
mi\tn, bfaud^t man nad^ 126 nur 3U itx^tn, bag, menn ^'»(m) ober g.*^{n) 
mit ip(n) bejeid^net Wirb, bie SSebingungen ^(1) = ni', i/^(n') = ^^(n) 
erfüKt finb, »aS mit §ülfe ber öoüftönbigen ^nbuction (80) unter 3wate^«nö 
Don 131 Uiä^i gelingt. 



45 

»»' -f 1 = (»»')' = (m + ly, 
unb (mä) 135. III) (m + l)' = m + 1' ijt. 

<J. 3ft ber ©a§ tool^r für eine 3^^^ w ^ unb f e|t man bie 
folgenbe 3^^! w' =|>, fo ift m' -f w = w + p, alfo ouci^ 
(m' + n)' = (m + ^j)', worauf (nad^ 135. III) fn' +i> == w + p' 
folgt; mitl&m gilt ber @a^ au(ä^ für bie folgenbe 3ol&I i>. lo. i- 6. m. 

137. ©0^. (5§ iji w; -f w = (m + w)'. 
S)er Semei^ folgt aug 136 unb 135. III. 

138. @Q|. 6§ ift 1 + n = n\ 

55ett)ei§ burd^ DoUftänbige 3nbuction (30). ^enn 
^. ber @Q^ ift nad^ 135. II mal^r für n = l. 
a. ®tlt ber ©o^ für eine 30I&I w, unb fe^t mon w' = jp, fo 
ift 1 + « == jp, olfo aud^ (1 + wy =p', mithin (nod^ 135. lU) 
1 + p = p', b. 1^. ber ©Q| ' gilt aud^ für bie folgenbe 3öi&t i>/ 
to. j. b. tt). 

139. ©Qj. 6§ ift 1 + w = w + 1. - 
5)er a3ett)ei§ folgt au§ 138 unb 135. II. 

140. ©a^. 6§ ift m + w — n + m. 
33emei§ burd| öollftänbige ^^nbuction (80). ®enn 
p. ber ©a| ift nad^ 139 mal^r für w = 1. 

ö. ®ilt ber ©ö^ für eine 3^^! w, fo folgt baröuö aud^ 
(m 4- w)' = (n + m)', b. 1^. (nod^ 135. III) w -f w' = w + m', 
mithin (nod| 136) m + )*' = w' -p^ m; mithin gilt ber ©ajf oud^ 
für bie folgenbe 3^1^' **'/ 10. j. b. m. 

141. ©a^. g§ ift (Z -f w) + n = Z + (m + n\ 
Öeroeiä burd^ Doflftänbige Snbucfion (80). ®enn 

(). ber ©0^ ift ma^r für t/. = 1, njeil (nod^ 135. II, III, II) 
(? + m) + 1 = (? + m)' = ? + m' = Z + (m + 1) ift. 

<J. ®ilt" ber ©a^ für eine 3^^! w, fo folgt barouS aud^ 
((? -I- m) + w)' = (Z + \m + w)y, b. ^. (nod^ 135. III) 
(Z + m) + w' = Z + (m + w)' = J + (w + n'), 
Qlfo gilt ber ©a§ aud& für bie folgenbe 30^^! **'/ ^^ i- 6. ». 
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142. , ©0^. gS i[t m + n > m. 

Semci§ hm^ öofljWnbigt Snbudion (80). S).cnn 

^, ber ©0^ ip ncM| 135. II unb 91 mol^r für n = h 

6. @Ut ber ©ü| für cirte S^^ffl n, ]o gilt er mä) 95 anä) 

ffir bie fd^nbe 3a]|I < tpcll (nad^ 135. III unb 91) 

. m + w' = (im + w)' > w + w 

tfl, to. j. b. tD. . 

143. ©0^. ®ie SebingUBgen m > a unb m + n > a + w 
finb gleid^mert^ig. 

SBcmeiö bur(^ doHftänbigc Snbuctimi (80). ®cnn 
Q, bcr ©o|| gilt jufolge 135. II unb 94 für tj = L 
<J. ®ift bei @o§ für eine 3o^l >^. fo gilt er mä) für bie 
folgenbe 3^¥ *^'^ ^«^ ^^^ Sebingung m + n> a + n mä) 94 
mit (m + »y > (« + *^y, Qlfo no(| 135. III aud^ mit 

m + n' > a -f n' 
g!ei(^tt)ertl^tg ift, to. j. b. w. 

144. ©o|. Sft w >^ a unb w > 6, jo ift anii) 

m 4- n-> a -{- h 
Sett)ei§. ^enn au§ unferen SSorau^fe^ungen folgt (na^ 143) 
m -f w > a + w unb y^ + a > 6 + a ober, tt)a§ naci^ 140 baS« 
felbe ift a rf w > d + 6, iDörQU§ fid^ ber ©o^ noc^ 95 ergiebt. 

145. ©Q|. ^t m + n = a-\- n, fo ift m = a. 
Sert)ei§. S)enn menn m nid^t == a , alf o nad^ 90 ent»d)er 

m > a ober m<ia ift, f o ift na(^ 143 ent|pred()enb m -{- w > « + ^ 
ober m + ^ < öt +^ w, alfo fottn (nod^i 90) m + n gennp itid^t 
= a + w fein, tt). j. b. to. 

146. @a|. 3ft ? > n, fo giebt e§ eine unb (nad^ 145) nur 
eine Sol^I m, meldte ber Sebingung m + n = 1 genügt. 

aSemei^ burd^ doKftänbige Snbuction (80). 2)enn 
^.. ber ©Q| ift tDol^r für w = 1. 3n ber X^at, menn Z > 1, 
b. ii. (89) menn Hn 2V' entl^olten, olfo bo§ S3ilb m' einer 3a^l 
m ift/fo folgt au§ 135. Il/bap l = m + l ift, m. j. 6. m. 
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0. ®ilt ber @a^ für eine 3^^! ^f fo jcigcn mir, ba& er anä) 
für bie folgenbc 3<J&1 ^' 9^^. 3n ber 5E^ot, menn l > n' \% \o 
ift nad^ 91, 95 aud^ l> n, ünb folglid^ giebt e§ eine 3^^^ *' 
meldte ber Sebingimg ? = fc + w genügt; bo biefelbc nad^ 138 
berj(^ieben don 1. ift (roeil fonft l = n' märe), fo ift fie nod^ 78 
ba§ Silb m' einer 3ö]&l »w, unb folgltd^ ift Z = m' + w, aljo na(i& 
136 mi) Z = w +• w', m. }. b. m. 

§• 12, 
9Rulti;)Iication bet 3ö'^I<w- 

147. grflärung, Slad^bem im borl^ergel^enben §.11 ein un= 
enblid^eS ©Aftern neuer ?tbbilbungen ber 3ö^I^"i^^i^^ ^ i". P<ä6 
jelbft gefunben ift, fann man iebe berjelben nad^ 126 mieber be= 

r 

nu^en, um obermols neue 3lbbilbungen ^ Don N ju. erjeugen. 
3nbem man bafelbft Sl =:z N, unb ö (w) = w + w = n + m 
fe^t, tDo m eine beftimmte 3o^I. toitb jcbenfafls mieber 

ttnb e§ bleibt, um ^.Doüflänbig ju beftimmen, nur nod^ übrig, baS 
ßlement o au§ N mä) Selieben ju mäl^Ien. I)er elnfad^fte gqH 
tritt bann ein, menn man bieje 3Ba§I. in eine gemiffe Ueberein« 
ftimmung mit ber SQßal^I bon- ö bringt , inbem man o = m je^t: 
2)a bie l^ierburd^ tjoflftönbig beftimmte' 9lbbilbung if Don biefer 
3al&l m abl^ängt, fo bejetd^nen mir ba§ entjpred^enbe SBilb i;(n) 
einer beliebigen S^^ ^ ^^^^ ^^^ Symbol mx n ober m.n ober 
mn, unb nennen biefe 3ö^lba§ ^robuct, mel(^e§ au§ ber !^f)l 
m burd^ 9W u 1 1 i p l i c a t i n mit ber 3öl^l w entfielet , ober furj 
ba§ ^robuct ber '^(Alitn m, n. 'S)affelbe ift bal^er nad^ 126 DoD» 
ftänbig beftimmt burd^ bie Sebingungen 

II. m . 1 = m 
III. mn' =^ mn -\- m. 
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148. ©üj. 6ö ift m*n = mn + fi. 

Setoei^ hnxäf bollliänbigc 3tibuction (80). Senn 

Q. bet @o§ ift na(3^ 147. 11 unb 135. II ttml^r für n — !• 

ö. ®iU ber ©oj für eine 3ö^l ^^ ?o folgt 

w' n 4- wj' :== (w w -|- n) -f- ^*' 
unb heraus (noc^ 147. III, 141, 140, 136, 141, 147. III) 

wi'w' = mw 4- (w + w»') = mw -f- (m* + n) 
= mn + (m -|- n') = (twn + w) + w' = mW + w'; 
alfo gilt ber ©oj aud^ für bie folgenbe 3ö^l ^', lü. j, b. m. 

149. ©o|. 6§ ift l.w = w, 

SemeiS butd^ öoßftänbige 3nbuction (80). 5)enn 

9. ber ©a^ ift naä) Hl. II toal^r für n = 1. 

0. ©ift ber ©0^ für eine 3q^I w, fo folgt 1 .n + 1 =n + 1, 

b. ^. {mä) 147. III, 135. II) 1 .n' = w', alfo gilt ber ©a> auc^ 

für bie folgenbe 3ö^l < ro. j. b. m. 

150. ©aj. 6ö ift wn = wtn. 

SemeiS bur(i& ooflftänbige Snbuction (80). ®enn 
Q. ber ©a^ gilt nodl 147. II, 149 für n = 1. 
<J. ®ilt ber ©a^ für eine 3q]^1 n, fo folgt 

mn + wi = ww + m, , 

b. ]^. (nod^ 147. III, 148) mw' = n'w, alfo gilt ber ©a| au^ 

für bie folgenbe S<^¥ W, m. j. b. m. 

151. ©a|. 6§ ift l (w + n) = lm + ?w. 
S3ett)eisf burij^ Doflftänbige Snbuction (80). S)enn 

9. ber ©a^ ift nad^ 135. II, 147. III, 147. II mi}x für 
n = 1. ' 

. ö. ®i|t ber ©a^ für eine 3a^l n, fo folgt 

l(m + n)+ 1 = {Im + ?n) + ^, 
naiä^ 147. III, 135. III ifl aber 

l(m + n) + l = l{m + ny = l (m + n'), 
unb mä) 141, 147. III ift 

{Im -|- ?n) + i = Un +• (in -f l) = 7m + In', 



f 



I. 
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mitlitt ift 7 (m + n') = Zm 4- ln\ b. |. ber ©afe flilt au(i^ für 
bie folgenbe !^a^l n\ m. i. b. m. 

152. ©0^. es ift (m + n) ? = wZ + nl 
S)er S3ett)eiS folgt quS 151, 150. 

153. ©aj. 6S ift (?m)w = Z(wn). 

S5ett)ci§ hnxä) t)onftönbige Snbuction (80). \2>eun 
Q. ber @ö^ gilt tiüdl 147. II für w = 1. 
i ö. ßJilt ber ©a§ für eine 3^^^ ^/ jo folgt 

(Zw)ti -f Zm = l(mn) + Im, 
b. ^. (no(^ 147. III, 151, 147. III) 

(l.m)nf = Z (m w 4- m) = ? (m n'), 
aljo gilt ber @ü^ aud^i für bie folgenbe 30I&I W, w. j. b. tt). 

154. Säemerfung. |)ätte man in 147 feine Se5ie]^ung jmif(i^en 
o unb angenommen, fonbern o = Je, ö(w) = m + w gefegt, 
fo mürbe l^ierauS nad^ 126 eine meniger einfädle ^bbilbung ^ ber 
Sc(iili^xe\^t N entftanben fein; für bie 3o^I 1 tt>ürbe *(1) = h, 
unb für jebe anbere , alf in ber gorm n' enthaltene S0 loürbe 
^(w') = wn -f Ä;; benn l^ierburij^ n?irb, njot»on man \\i) mit 
3ujif^""9 '^^^ üorl^ergel^enben ©ä^e leiti^t überjeugt, bie SBebingung 
^ (n') == ö ^ (w) ; b. 1^. t {n') = w + ^ (w) für alle 3o^len n 

• erfüüt. 

§. 13. 
^otenjirung ber 3o^'^"- 

155. ßrflärung. SBenn man in bem ©a^e 126 toiebcr 
Sl = N, ferner o = a, ö (n) = a n = w a fe|t, f entfielet eine 

I 9lbbitbnng t t)pn N, meldte abermals ber Sebingiing 

I. ii^(N)iN 
genügt; ba§ entf))reii^enbe 53ilb ^ (n) einer beliebigen ^a\)l n be» 
' jeiij^nen mir mit bem ©^mbol a**, unb nennen bieje 3^^ ^ine 
! ^otenj ber SafiS a, mäl^renb n ber ßjponent biejer ^otenj 

4 
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Dan a l^eifei 3)iefer 39e9riff ift bol^cr öoflftftnbig BejHmmt burd^ 
bie Sebingungen 

IL «1 = « 

III. a^' =1 d,a^ := a^ .u. 
156. ©a^. ß§ iji a'»» + " = a•".a^ 
SBemciS burd^ Doli jlänbige Snbuctioti (80). SJenn 
(>. bcr @a^ gilt ncwi^ 135. II, 165. III, 155. II für n = 1. 
<J. ®ilt ber ©aj für eine S^l&I w, fo folgt 

nod^ 155. III, 135. III ifl o6er an'-^''.a =ia<"» + ~>' — a»» + «v 
unb nad^ 153, 155. III ift (a'^.a^) a = a'^(c^.a) = a'^.a'"'; 
mithin ift a*« :^ •»' = a"^ . a»»', b. ^. ber ©o| gilt - avai) für bie 
folgenbe gol^I n', m. j. b. m. 

157; ©ö|. gg ift {a*^y = a*»«. 

»emciS bttr(^ Dofiftänbige Snbuction (80). 3)enn 

p. ber ©o| gilt nac^ 155. II, 147. II für n = 1. 

ö. ®ilt ber ©Q^ fiir eine 3^^! w, f o folgt 

nad^ 155. III ift aber (««»)". a*» = (a^)»*', unb nod^ 156, 147. III 
ift a»«?.a*" = a*»" + "» = a*^^'; mitl^in ift {a'^y = ö"»"', b. J^- 
ber @aj gilt aud^ für bie folgenbe 3ö^I ♦*'/ ")• i- b. tt). -^ 

158. @Q^. 6§ ift (ahy = a"" ,b^. 

SJemeiS burd^ öollftänbige Snbuction (80). 2)enn 

(>. ber @a§ gilt nod^ 155. II für w = 1. 

ö. ©ilt ber ©Q^ für eine 3al^l n, fo folgt nod^ 150, 153, 
155. Illaud^ (a hy.a — a (a~ . &♦») = (a . a~) 6« = a»' . 6«, unb 
l)iernu§ ((a 6)" . a) 6 = (a«' . fe") 6 ; nad& 153, 155. III ift aber 
{{ahy .a)h'= (aby,{ab) = {ahy, unb ebenfo 

(a~' . 6") 6 — aV . (ij'* . h) = a"' . 6"' ; 
mithin ifl (a&)~' = a<.6^ >. ^. ber ©afe gilt aud^ für. bie 
folgenbe 3^^I ^''^ ^- j. b. n). - 
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•. ; . §. 1-4. 

?[ni.a]^l ber @temente eines enbUd^en ©t)ftems. 

159. ©oj. 3ji 2 ein uneiibli(J&eS. ®t)\tm, fo ift i^beS ber 
in 98 erilärten 3ol^fcttf#eine Z^ ä^nlxi) abbilbbar in 2 (b, ^. 
äl^nlid^ einem Stiele bon SX ««^^ umgefel^rt. 

95ett)ei§. ^SSÖ^nn 2 unenbü^ i[t, fo giebt eS nod^ 72 gennjs 
einen Xl^eil T bon S, meldtet einfod^ unenbli(|, olfo nad^ 132 ber 
Qal^lenret^e N ö^nü^ ift, iinb folglid^ ift nod^ ä5 jcbe? ©Litern 
Zn qI* SB^eil Don N an^ Antm %fff\U öpn T, olfo ou^ einem 
il^eile bon 2 äl^nli^ w. j. b. m. 

®er SetoeiS ber Umfel^rung — fo einleu^tenb biefelbe er« 
fd^ieinen mag — Ift umftänbli(§er. SEßenn jebeS ©Aftern Zn äl^nli(j^ 
Qbbilbbar in 2 ift, fo entfprid^t jeber S^^ffln eine fol^e äl^nlid^e 
3li)bilbung o« bon Zn, bop a„(Zn)^2 wirb, to ber (^siftenj 
einer foliä^n, als gegeben anjufel^enben SReil^e bon ^Ibbilbun^en a^, 
über bie aber toeiter SJid^S borauSgefe^t wirb , leiten mir junä<i^ft 
mit ^ülfe bes <Sajeä 126 bie ßpftenj einer neuen Kei^e bon eben 
foI(^en Slbbitbungen tn ab, toeld^e bie befonbere 6igenf(^aft beft^t, 
ba§ jebeSmal, menn m-^n, alfo (ndd^ 100) Z„,iZn ift, bie 
abbilbung *^ beS 2^He§ Z^ in ber Slbbilbung ^n bon Z„ ent= 
^^alten ift (21), b. 1^, bap bie 9ibbilbungen ^„» unb *« für afle 
in 2j^ entl^lienen '^aWxi gänjlid^ mit einanber übereinftimmen, 
alfo au(3^ ftet§ ' 

tpirb. Um ben ^nannten @a^ biefem S^ele. gemäß anjumenben, 
bfrftel^n mir unte ß baSjemge ©Aftern, beffen Elemente alle uber«= 
l^aupt möglid^en äl^Iid^en abbilbintgen aller ©^.fteme Z^ in 2 
pnb, unb befimren mit ^ülfe ber gegebenen, ebenfaHä in Sl ent« 
l^altenen Elemente a^ auf folgenbe Sffieife eine *?lbbilbung ö bon Ä 
m ^ ^bf. 2^ /) irgriib ein Clement bon Sl, alfo j. 93. eine 
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ä^nli^c Slbbilbung bcS bcftimmtcn @^ftem§ Z« in S, fo fann 
baS ©^pcrn a„^(ZnO ntc^t SE^eil öon ß{Zn) fein, mcil fonjl Zn* 
nQ^ 35 einem Jl^eile öon Z„, olfo nad^ 107 einem eci^ten %\jt\[t 
feiner felbft äl&nliciö, mitl^in nnenblid^ märe, maS bem ©Q^e 119 
miberfpred^en »ürbe; eS giebt ballet in Zn' gemi^ eine 3^^! ober 
öerfd^iebene 3^^« P ^^^ 3lrt, bafe «♦»'(!>) nici^t in ß{Zn) ent« 
Indien ift; bon biefen 3ol^len p mälzten mir — nur um etmaö 
39eftimmteS fefijufe^n — immer bie lleinfte ifc (96), unb befiniren, 
ba Zn' na^ 108 ouS Zn unb n' jufümmengefe|t ift, eine Slb- 
bilbung ^ ))Dn Z^' baburd^, bag fär aQe in Zn entj^oltenen 3^^!^^ 
m baö 33ilb y{m) = /3(m), unb aüfeerbem y(w') = a„r(Ä) fein 
foll; biefe, offenbar äl^nlid^e, 3(bbilbung y Don Zn* in 2 fel&en mir 
nun al§ ein 33ilb ö(/3) ber Slbbilbung ß an, unb l^ierburd^ ift 
eine ?lbb«buitg beS ©l)f^««^ •» i« fi^ f^Il^ft iJoUftänbig befinirt. 
Slaci^bem bie in 126 genannten S)inge Sl unb beftimmt finb, 
mol^Ien mir enblid^ für ba$ mit o bezeichnete Clement t)on Sl bie 
gegebene Slbbilbung «i; l^ierburc^ ift nad^ 126 eine ?äbbilbung ^ 
ber 3ö^Ienrei]^e ^ in ü beftimmt, meiere, menn mir baä jugel^örige 
S3ilb einer beliebigen 3^^! '^ "i<^* w^i* ^(w), fonbern mit ^n be= 
jeid^nen, ben 35ebingungen 

II. ^1 = «i 

III. ^n' = e{tn) 
genügt. 2)ur(^ öoüflänbige Snbuction (80) ergiebt fid^ junäd^ft, 
bap ^n eine ä^nlid^e Slbbilbung öon Zn in 2 ift; benn 

Q. bieg ift jufolge II ma^r für n = 1, unb 

ö. menn biefe Sel^auptung für eine 3^^! n jutrifft, fo folgt 
aus III unb axx^ ber 9lrt be§ oben befd^riebenen Uebergange§ 
t)on ß i\x y, bafe bie SJel^auptung aud) für bie folgenbe 3o^I »*' 
gilt, m. j. b. m. hierauf bemeifen mir ebenfalls burd^ Doflftänbige 
3nbuction (80), ba^> menn m irgenb eine 3ö^Mft, bie oben an^ 
getünbigte ©igenfd^aft 

^n (W) = ^m (W) 
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mtlliä) aßen S<^^m n julommt, mläjc ^m finb, al)o mä) 9S, 
74 ber ilettc m« angel^ören; in ber SEl^ot, 

^. bie§ leiKJ^tet immlttelbor ein für n = m, unb 

(5. menn biefe Sigenj^aft einer '^oUji n jufommt, jo folgt 
mieber au§ III unb ber SSejd^Qffenl^eit t)on 0, bafe fic aud^ ber 
gal^I w' jufommt, m. j. b. m. 5Ra^bem ouiä^ biefe befonbere 
©igenfd^aft unferer neuen Steige bon Slbbilbungen i^„ feftgefteßt ift, 
fönnen toir unjeren ©a§ leidet beweifen. SBir befiniren eine 9lb» 
bilbung % ber Sol^Ienrei^e N , inbem mir jeber '^a^ n boS Silb 
;|f(n) = tn(n) tni]pxtä)m laflen; offenbor finb (x\aä) 21) äße 
9lbbilbungen i^« in biejer einen 3lbbilbung x entl^ölten. S)a tn 
eine %bbilbung öon Z« in 2 mar, fo folgt junöddft, bafe bie 
Säulenreihe JV burd^ x fbenfafl§ in 2 abgebilbet toirb, olfo 
a:(-^3 2 ift. ©inb ferner m, n t)erj(]^iebene S^i&len, fo barf man 
ber Symmetrie megen naii^ 90 onnel^men, eS fei m < n; bann ift 
naci^ bem Obigen x W = tm('f^^) = tn (w), unb x (w) = ^n(w); 
ba aber i^n eine ä^nlid^e Jlbbilbung tM)n Zn in 2 tt)ar, unb tw, w 
berjd^iebene ©lemente öon Z„ finb, fo iji !f'n(m) t^rfc^ieben bon 
^n (n), alfo aud^ ;|j (m) berfd^ieben bon x W^ ^- ^- ;i; ip eine ä^n» 
lid^e ?lbbilbung bon K S)a ferner N ein unenblid^eS ©pftem ift 
(71), fo gilt na(i) 67 baffelbe bon bem i^m äl^nlii^en ©^ftem 
xiN) unb nad^ 68, mW x{N) 3:^eil bon 2 ift, aud^ bon S> 
m. j. b. m. 

160. ©a|. 6in Softem v ift enblid^ ober unenblid^, je 
nad^bem e§ ein il^m ä^nlidf)e§ ©Aftern Zn giebt ober nid^t giebt. 

öemei§. SBenn 2 enblid^ ift, fo giebt eS nad^ 159 ©^fteme 
Zn, meldte nid^t ä^nlid^ abbilbbar in 2 finb; ba nad^ 102 baS 
Softem Zi au§ ber einjigen gäl^l 1 beftel^t unb folglich in jebem 
©^fterne ö^nlid^ abbilbbar ift, fo mu^ bie fleinfte 3a^I Je (96), ber 
ein in 2 nid^t äl^nlid^ abbilbbareS ©Aftern Zu entfprid^t, berfd^ieben 
bon 1, alfo (nad^ 78) = n' fein, unb ba n < w' ift (91), fo 
giebt e§ eine äl^nlid^e 3l6bilbung i> bon Zn in 2; tüäre nun 
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t(Zn) nur ein täjUt %^xl öon 2. Qöbc ß o^o m Slement « 
in 2, meld^eS nit^t in ^(2») ent^fotten ift, fo lönnte man, btü 
Zn' = Üt (^«, W) ift (.108), biefc 9lbbHbung ^ ju einer ö^nlid^cn 
9l6bilbung ^ mn 2^» in 2 ermeitern , inbeni man ^ (n'). = a 

r 

fej^te, mä^mib bod^ nad^ unferer Slnnal^me Z^^ md^t öl^nlid^ ab» 
bilbbar in 2 ift. 9»it^in ift t{Zn)—. 2, >.. ^. -^n unb 2 finb 
ä^nlid^ ©pjteme. Umgele^rt, tpenn ein ©Aftern 2 einem ©^fieme 
Zn ä^nlid^ ip, fo i|i 2 riai) 119, 67 enblid^, m. j. b. h), 

161. gtHärun^. 3ft 2 ein enblic^e§ ©Aftern, fo giebt e§ 
nad^ 160 eine/ unb naä) 120, 33 auci^ nur eine einjige !^a^l n, 
meld&cr ein bem ©^fteme 2 äl^nlic^eS ©riftem Z„ entfprid^t ; biefe 
3al&I » l^eifit bie Slnjal^I ber in 2 enthaltenen Elemente (ober aud^ 
ber @.rab be» ©^iftemS 2), unb man fagt, 2 befleiße au§ ober fei ein 
©Aftern bon n ßlementen, ober bie.Sol^I n gebe an, wie diele @Ie:= 
wente in 2 entl^olten finb *). SBenn bte 3ö^Ien benu^t werben, um 
Wefe bejiimmte (Sigenfd^aft enblid^er ©tifteme genau auöjubrüdten, fo 
l^ei^en fic ßarbinolja^len. ©obalb eine beflimmte öl^nlid^e Slb« 
bilbung ^ be§ ©9 jtem§ Z„ gemäl^It ift, Dermöge meldtet ^ {Zn) = 2 
wirb, fo entfprid^t jeber in Zn entl^altenen 3a^l »» (b. %. jeber 30W ^/ 
tt)eId(K ^ n ift) ein beftimmteS ©lement ^ (m) be§ ©^ftemS 2, 
unb rüdtmärts entjprid^t nad^ 26 jebem (Sl^mente bon 2 burd^ bte 
umgefeftrte Slbbilbung ^ eine beftinimte '^oü^X m. in Zn. ©e^ oft 
bejeid^net man afle ©lemente twm 2 mit einem einjigen.Sud^ftaben, 
j. 55. a, bem man bte unter jd^eibenben "^alj^iw m al§ 3ei8et an= 
l^ngt, fo bafe it' (♦») mit «m bejeid^net mirb. 2Ran fogt aud|, 
biffe ßlcorente feien gejöl^It unb butd^ '^ in beftimmter SBeife 
georbnef, unb nennt «„^ baS mte (Clement Don 2; iP »» <C 7*. 
fo l^eifet «ni' baS auf o,« folgenbe (Clement, unb «m Wßt ba§ 



"^ Sa^ 9)ctttU(i^teit unb dintad^l^eit megen bef^tftnffn totr tmSoIgenben 
ben begriff bec &ia|l bur^auS auf mbli(!tK @9{tenie; toenn mir ba^et üon 
einet ^Injalfil geroiffer IHtig^ finrei^ett, fo fott bamit immer "Id^on ouSgebrürft 
jein, bo6 boS ©Aftern, btj|ett töemente biefe 3)inöe ftnb, ein enblid^ipL. 
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h§ic ©lement. S3ci biefem QHijUn ber Elemente treten bal^r bie 
3aJ&Ien m toicbet al§ Dtbinalja^len auf (73). 

162. @aj. 9ÖIe einem enbli^n ©^fteme öl^nlic^en ©^fteme 
befi^en biefelbe Slnjal^I bon ©lementen. 

S)et a3ett)ei§ folgt unmittelbar au§ 33, 161. 

163. @a|. Sie 3lniol^I ber in Z^ entl^altenen , b. ]^. ber=^ 
jenigeh Sö^I^n, welche ^ n finb, ift w. 

Semeis. S)enn na^ 32 ift Z« [i(i^ jelbft ÖJ^nlid^. . 

164. ©a|. Seftel^t ein ©^ftem au§ einem einzigen ßlement 
fo ift bi5 ^Injal^l feiner ßlemente = l, unb umgejEel^rt. 

S)er iöetoeiS folgt unmittelbar au§ 2, 26, 32, 102, 161. 

165. @a|. 3ff T tä)kx %f)nl eines enbliii^en ©^ftemS 2, 
fo ift bie %}xia^l ber ßleraente oon T Heiner, al§ bieienige ber 
ßlemente'bon 2. 

»eh)ei§. ^Rad^ 68 ift T ein enbli(^e§. Softem, alfo ö^nlic^ 
einem ©pfteme Z^, too m bie Slnjal^I ber Elemente oon T be? 
beutet; ift ferner n bie Slnjal^l ber Elemente Don 2/ alfo 2 
ö^nlii^ ^n, fo ift T mä) 35 einem eci^ten 3:§eile E öon Z« 
äl^nlid^, unb ndä) 33 finb awä) Z^ unb £^ einonber äl^nlid^ ; märe 
nun n ^m, alfo Z„3X. fo toäre E waä) 7 aud^ e^ter Sll^eil 
öon Zm, unb folgüd^ Z^ ein unenblid^eS Softem, tt)d§ bem @a§e 
119 miberfprid^t; mithin ift (nad^ 90) m <: w, m. j. 6. tD. 

166. ©4- 3fi 'r= ill(J5, y), wo J5 ein Softem öon w 
ßlementen, unb y ein nid^t in 5 enthaltenes Clement don F 6e= 
beutet, fo beftel^t F auS n' Elementen. 

Semeis. 2)enn menn B = ii^(Zn) ift, ioo ?^ eine ä^nlid^e 
«bbilbung öon Z„ bebeutet, fo löjst fid^ biefflbe nad^ 105, 108 
ju einer ä^nlid^en Slbbilbung if bon Z»^ erweitern, inbem man 
^ (n') -= y f e|t, unb jmar wirb i^ {ZJ) = F, w. j. b. w. . 

167. ©a|. 3ft y ein (SIement eines auS n* Elementen be« 
ftel^enben ©^ftemS F, fo ift n bie Slnjal^l aller anberen ßlemente. 
t)on r. 
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93en)ei§. 2)enn menn B ber Inbegriff ofler bon y t)er= 
f d^iebenen Elemente in F bebeutet, jo ift r = üd {B, y) ; ift nun 
ft bie Slnjal^I ber Elemente beS enblid^en ©p[teni§ B, fo ift nac^ 
bem öor^ergel^enben <^Q^e 6' bie 3lniQ]^I ber Elemente don r, djo 
= w', morau§ nQ(i^ 26 awi^ b = n folgt, m. j. b, m. 

168. ©a^. Seftel^t A qu§ m, unb B an^ n 6lementen, unb 
l^aben A unb B tein genieinfame§ ßlement, jo beftel^t Ül (A, B) 
au§ m + n Elementen. 

»emeiö burd^ boflfkänbige 3nbuction (80). 2)enn 

Q. ber ©a& ift mal^r für w = l jufolge 166, 164, 135. II. 

ö. ®ilt ber ©Q^ für eine 3^^! ^/ Jo gilt er auä) für bie 
folgenbe 3^^! n\ 3n ber 3:^at, menn F ein ©pftem bon n' 
ßlementen ift, fo lonn man (mä) 167) r=MiB, y) jejen, 
tt)o y ein Clement unb B bo§ ©Aftern ber n onberen ßlemente 
bon r bebeutet. 3ft nun A ein ©pftem öon m ßlementen, beren 
iebe§ nid^t in T, tilfo aud^ nic^t in B entl^olten ift, unb fe|t 
man M(A, B) = ^, \o ift nad^ unferer 2lnna]^me m -{- n bie 
Slnjal^I ber Elemente bon ^, unb ba y nid^t in 2 entl^alten ift, 
fo ift nad^ 166 bie 2lnjal)l ber in Jil (2, y) entl^altenen Elemente 
= (m + n)', alfo (nod^ 135. III) = m + n'; ba aber nad^ 15 
offenbar Jl (1, y) = M (A B, y) = M {A, F) ift, fo ift m + n' 
bie Slnial^l ber ßlemente bon JA {A, F), m. j. b. to. 

169. @aj. ©inb A, B enblid^e ©Qfteme Don bejie^ungS* 
meife m, n ßlementen, fo ift M (A, B) ein enbli^eS ©^ftem, unb 
bie 3lnjal^l feiner Elemente ift ^ m +- n, 

a3emei§. 3ft S^^, fo ift M (A, B) = A, unb bie 3lnja^l 
m ber ßlemente bie|e§ ©pfteni» ift (nadJ) 142) <: w -f w, mie 
bel^auptet mar.. 3ft ober B fein Sl^eil bon A, unb T ba» ©Aftern 
afler berjenigen Elemente bon J5, meldte ni^t in A enthalten finb, 
fo ift nad^ 165 beren Slnjal^I j) <[ w, unb ba offenbar 

M {A, B) = M {A, T) 



